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1 Limieten en continuı̈teit

Opgave 1.1

(a) Bewijs direct uit de definitie van limiet dat limy!0 y D 0:

(b) Bewijs limy!0 y
3 D 0 uit de definitie van limiet.

(c) Bewijs limy!0 y
3 D 0 door stellingen te gebruiken.

Opgave 1.2

(a) Bewijs direct uit de definitie van limiet dat lim
x!1=2

1
x

D 2:

(b) Bewijs dit ook door stellingen te gebruiken.

Opgave 1.3 We willen met behulp van de definitie van limiet bewijzen dat

lim
x!1

1

1C x2
D
1

2
:

(a) Laat zien dat we voor elke ı > 0 het volgende hebben: voor alle x 2 R met jx � 1j < ı geldt:

j1C xj < 2C ı:

Concludeer dat voor zulke x geldt:ˇ̌̌̌
1

1C x2
�
1

2

ˇ̌̌̌
<
1

2
ıj1C xj <

1

2
ı.2C ı/:

Men kan nu ı oplossen als functie van � uit de kwadratische vergelijking 1
2
ı2Cı�� D 0:Als positieve

wortel vinden we ı D
p
1C 2� � 1: Dit argument is in dit geval toepasbaar, maar in algemenere

situaties niet zo geschikt. We geven daarom de voorkeur aan de onderstaande argumentatie.

(b) Beredeneer dat we mogen aannemen dat 0 < ı � 1: Laat zien dat dan geldt:

1

2
ı.2C ı/ �

3

2
ı:

(c) Zij �0 > 0 willekeurig gekozen. Laat zien dat voor elke 0 < ı < 1 met ı < �0 we het volgende
hebben. Voor elke x 2 R met jx � 1j < ı geldt:ˇ̌̌̌

1

1C x2
�
1

2

ˇ̌̌̌
<
3

2
�0:

(d) Bewijs met behulp van de definitie van limiet dat limx!1
1

1Cx2 D
1
2
:
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Opgave 1.4 Bewijs met behulp van de definitie van limiet:

(a) lim
x!1

1�x
1�x

D 1I

(b) lim
x!1

1�
p

x
1�x

D
1
2
:

Opgave 1.5 Gegeven zijn een functie f W R �! R en een punt a 2 R: Bewijs dat

lim
x!a

f .x/ D lim
h!0

f .aC h/

zodra een van de twee limieten bestaat (u moet dus in het bijzonder het bestaan van de andere limiet
bewijzen).

Opgave 1.6

(a) Gegeven zijn een functie f W R ! R en een reëel getal b 2 R: Bewijs: de uitspraak
limx!0 f .x/ D b is equivalent met de uitspraak limx!0 f .x

3/ D b:

(b) Geef een voorbeeld van een functie f W R ! R waarvoor limx!0 f .x
2/ bestaat, terwijl

limx!0 f .x/ niet bestaat.

Opgave 1.7 Bepaal de afsluiting van de volgende deelverzamelingen van R: Vergeet niet te bewijzen
dat uw antwoord correct is.

(a) � � 1;1 Œ I

(b) fx 2 R j x2 < 2gI

(c) f�
1

n2 j n 2 Ng [ � 0; 1 Œ :

Opgave 1.8 Bepaal de volgende limieten.

(a) limx!0
sin 2x

x
:

(b) limx!0
sin.ax/
sin.bx/

; .a; b 2 R; b ¤ 0/I

(c) limx!0
sin2 2x

x
I

(d) limx!0
sin2 2x

x2 I

(e) limx!0
x sin2 x

x3 I

(f) limx!0
x

p
sin x

p
x sin x

I

(g) limx!1
sin.x2�1/

x�1
:
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Opgave 1.9 Zij b D .b1; b2/ 2 R2:

(a) Toon vanuit de definitie van limiet aan dat

lim
y!b

y1y2 D b1b2:

We beschouwen nu een tweetal functies f; g W Rn
�! R en een punt a 2 Rn:

(b) Toon met behulp van (a) en de substitutiestelling (nog eens) de volgende produktregel aan. Als
limx!a f .x/ D b1 en limx!a g.x/ D b2; dan is

lim
x!a

f .x/g.x/ D b1b2:

Hint: definieer m W R2 ! R; y ‘ y1y2 en beschouw de functie m ı .f; g/:

Opgave 1.10 We beschouwen de functie ' W R �! R gedefinieerd door '.x/ D
1
x

als x 2 R n f0g:

Laat a 2 R; a ¤ 0:

(a) Toon aan dat voor alle x 2 R n f0g met jx � aj < 1
2
jaj geldt:

j'.x/ � '.a/j � 2jaj
�2

jx � aj:

(b) Toon met behulp van de definitie van limiet aan dat limx!a '.x/ D '.a/:

(c) Combineer het bovenstaande met de productregel en de substitutiestelling om de volgende
quotiëntregel opnieuw te bewijzen.

Stelling. Laten functies g W Rn
�! Rm en f W Rn

�! R gegeven zijn, en veronderstel dat
limx!a g.x/ D b en limx!a f .x/ D �; met a 2 Rn; b 2 Rm en � 2 R n f0g: Dan geldt

lim
x!a

1

f .x/
g.x/ D

1

�
b:

Opgave 1.11

(a) Gegeven zijn een functie f W Rn
�! Rp; en een punt a 2 Rn: Met limx!a f .x/ bestaat

bedoelen we dat er een b 2 Rp bestaat zo dat limx!a f .x/ D b:

Bewijs: als limx!a f .x/ bestaat, dan bestaat er voor elke � > 0 een ı > 0 zo dat voor alle
x; y 2 Rn geldt

x; y 2 Dom .f / \ B.aI ı/ ) d.f .x/; f .y// < �:

Hint: gebruik de driehoeksongelijkheid voor d:

(b) Bewijs dat de limiet

lim
x!0

sin.
1

x
/

niet bestaat.
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(c) We beschouwen de functie f W R ! R; gedefinieerd door

f .x/ D

�
x sin. 1

x
/ als x ¤ 0I

0 als x D 0:

Bewijs dat limx!0 f .x/ bestaat. Hint: werk vanuit de definitie. Is de limiet uniek? Motiveer
uw antwoord.

Opgave 1.12 Bereken de volgende limieten. Maak daarbij gebruik van de formule a2 � b2 D .a �

b/.aC b/ voor a; b 2 R:

.a/ lim
x!0

p
2C x �

p
2 � x

x
; .b/ lim

x!1

p
2x C 1 �

p
3x

p
x C 3 � 2

p
x
:

Opgave 1.13 Onderzoek of de volgende limieten bestaan. Zo ja, bepaal ze.

.a/ lim
x!0

sin.sin x/
x

; .b/ lim
x!0

sin.
1

sin x
/:

Opgave 1.14 Definieer de functies f W R ! R en g W � 0;1 Œ! R door

f .x/ D x2; en g.x/ D
x2 � x

x �
p
x
:

Bepaal limx!0.g ı f /.x/:

Opgave 1.15 Zij a 2 Rn en R > 0: Zij b 2 B.aIR/: Zij verder 0 < r < R � d.a; b/: Toon aan dat

B.bI r/ � B.aIR/:

Opgave 1.16 We beschouwen een tweetal deelverzamelingen A;B � Rn en veronderstellen dat
ieder punt van B een limietpunt van A is, m.a.w., B � A: Verder veronderstellen we dat c 2 Rn een
limietpunt van B is. Zij ı > 0:

(a) Toon aan dat er een b 2 B bestaat met d.b; c/ < 1
2
ı:

(b) Toon aan dat er een a 2 A bestaat met d.a; c/ < ı:
(c) Toon aan dat B � A:

(d) Veronderstel dat verder gegeven is dat A � B: Toon aan dat B D A:

(e) Toon aan dat A D A:

Opgave 1.17 Van een functie f W R ! R is gegeven: f is continu en f .10/ D 2: Laat zien dat er
een ı > 0 bestaat zo dat voor alle t 2 � 10� ı; 10C ı Œ geldt: f .t/ > 1: Hint: gebruik de definitie van
limiet.
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Opgave 1.18 Gegeven zijn een continue functie f W Rn ! R en een punt c 2 Rn:

(a) Veronderstel dat f .c/ > 0 en laat m een reëel getal zijn met 0 < m < f .c/: Toon aan dat er
een ı > 0 bestaat zo dat voor alle x 2 B.cI ı/ geldt f .x/ > m:

(b) Veronderstel nu dat f .c/ ¤ 0: Toon aan dat er een m > 0 en een ı > 0 bestaan zo dat voor alle
x 2 B.cI ı/ geldt jf .x/j > m:

Opgave 1.19

(a) Zij f W R ! R continu in 0 en zij g W R ! R gedefinieerd door g.x/ D xf .x/; voor x 2 R:
Bewijs dat g differentieerbaar is in 0 en bepaal g0.0/.

(b) Zij f W R ! R een begrensde functie, d.w.z. er bestaat eenM > 0 zo dat jf .x/j � M voor alle
x 2 R. Zij g.x/ D x2f .x/; .x 2 R/: Toon aan dat g differentieerbaar is in 0 en bepaal g0.0/.

(c) Toon aan dat de functie h W R ! R gedefinieerd door h.x/ D x2 sin.1=x/ voor x 2 R n f0g en
door h.0/ D 0; differentieerbaar is in 0: Bepaal h0.0/: Laat zien dat de afgeleide functie h0 niet
continu is in 0:

(d) Van een functie f W R ! R is gegeven dat f differentieerbaar is in 0 en dat f .0/ D 0: Bewijs
dat er een functie g W R ! R bestaat die continu is in 0; terwijl f .x/ D xg.x/; .x 2 R/:

Opgave 1.20

(a) We beschouwen een deelverzameling D � Rn; een punt a 2 D en een functie ' W D n fag !

Rm met limx!a '.x/ D b; .b 2 Rm/: We definiëren de functie  W D ! Rm door

 .x/ D

�
'.x/ als x 2 D n fag;

b als x D a:

Toon aan dat  continu is in a:

(b) We veronderstellen nu dat D te schrijven is als vereniging D1 [ � � � [Dr van een eindig aantal
deelverzamelingen Dj � D: Gegeven is een functie f W D ! Rm: We schrijven 'j voor de
beperking van f tot Dj ; voor 1 � j � r:

Toon aan: als a 2 Rn en b 2 Rm; dan zijn de volgende beweringen gelijkwaardig:

(1) limx!a f .x/ D bI

(2) voor alle 1 � j � r geldt limx!a 'j .x/ D b:

(c) Laat zien dat (a) opgevat kan worden als speciaal geval van (b).

Opgave 1.21 Bewijs dat de volgende afbeeldingen Rn ! R continu zijn:

(a) x ‘ ha; xi, waarbij a een gegeven vast element in Rn is.

(b) x ‘ kxk.

(c) x ‘ hx; xi:

Geef het bewijs op twee manieren:
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(i) Zonder gebruik te maken van coördinaten en met behulp van de definitie van continuı̈teit en
eigenschappen van het inprodukt.

(ii) Door gebruik te maken van coördinaten en geschikte stellingen toe te passen.

Opgave 1.22 De functie f W R2 ! R is gedefinieerd door

f .x; y/ D
2xy

x2 C y2
als .x; y/ ¤ .0; 0/

f .0; 0/ D 0:

(a) Bewijs dat f continu is op R2 n f.0; 0/g:

(b) Bewijs dat voor iedere x 2 R de functie y ‘ f .x; y/ continu is en dat voor iedere y 2 R de
functie x ‘ f .x; y/ continu is.

(c) Schets de niveauverzamelingen van f voor de functiewaarden �1; �
1
2
; 0; 1

2
; 1:

(d) Bewijs dat f niet continu is in .0; 0/:

Opgave 1.23

(a) Bewijs dat de functie x ‘ kxk continu is op Rn:

(b) Gegeven is een continue functie f W Rm
�! Rn: Toon aan dat de functie kf k W Rm

�! R; x ‘

kf .x/k continu is.

Voor ieder tweetal reële getallen a; b 2 R is het getal max.a; b/ gedefinieerd door

max.a; b/ WD

�
a als a � b

b als a < b:

(c) Toon aan dat voor alle a; b 2 R geldt:

max.a; b/ D
1

2
.aC b/C

1

2
ja � bj:

Gegeven zijn twee continue functies f; g W Rn ! R:
(d) Toon aan dat de functie max.f; g/ W x ‘ max.f .x/; g.x// continu is. Wat is het domein van

deze functie?
(e) Toon tevens aan dat de functie min.f; g/ continu is

Opgave 1.24 We beschouwen de functie f W R ! R; gedefinieerd door f .x/ D x2 voor x 2 Q en
door f .x/ D �x2 voor x 2 R n Q: Bewijs dat f differentieerbaar is in 0 en bepaal f 0.0/:

Opgave 1.25 Gegeven zijn een interval I � R; een punt a 2 I en een functie f W I ! R die
differentieerbaar is in a: Bewijs dat

lim
h!0

f .aC h/ � f .a � h/

2h
D f 0.a/:
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Opgave 1.26 Laat a 2 R; r > 0 en schrijf I D � a � r; a C r Œ en IC D Œ a; a C r Œ: Gegeven is
een functie f W I ! R die differentieerbaar is in a 2 I: Veronderstel dat voor alle x 2 I geldt dat
f .x/ � f .a/:

(a) Bewijs dat de functie fC WD f jIC
differentieerbaar is in a en dat f 0

C.a/ D f 0.a/:

(b) Bewijs dat f 0
C.a/ � 0:

(c) Bewijs dat tevens f 0.a/ � 0 en concludeer dat f 0.a/ D 0:

(d) Laat g W I ! R differentieerbaar zijn in a en veronderstel dat voor alle x 2 I geldt g.x/ �

g.a/: Bewijs dat g0.a/ D 0:

Opgave 1.27 Zij a 2 R; r > 0 en schrijf J D Œa; a C r Œ: Gegeven is een drietal functies f; g; h W

J ! R met
f .x/ � h.x/ � g.x/

voor alle x 2 J: Veronderstel dat f en g differentieerbaar zijn in a en dat f .a/ D g.a/ en f 0.a/ D

g0.a/: Bewijs dat h differentieerbaar is in a en dat h0.a/ D f 0.a/:

Opgave 1.28 Zij I � R: We noemen een functie G W I � I ! R continu in elk van zijn variabelen
als voor alle a; b 2 I geldt dat x ‘ G.x; b/ en y ‘ G.a; y/ continu zijn op I: Veronderstel nu dat
een functie f W I ! R gegeven is. Toon aan dat de volgende beweringen gelijkwaardig zijn.

(a) De functie f is differentieerbaar in elk punt van I:

(b) Er bestaat een functie F W I � I ! R; continu in elk van zijn variabelen, zo dat

f .x/ � f .y/ D F.x; y/.x � y/ voor alle .x; y/ 2 I � I:

Opgave 1.29 Definieer

f .x; y/ D
xy2

x2 C y4
:

In .0; 0/ is f niet gedefinieerd. We bestuderen lim
.x;y/!.0;0/

f .x; y/.

(a) Bepaal de waarde van f .x; y/ op een willekeurige rechte lijn door .0; 0/. Bepaal de limiet van
f .x; y/ als .x; y/ langs die rechte lijn naar .0; 0/ nadert. N.B. Je moet alle mogelijke rechte
lijnen door (0,0) onderzoeken.

(b) Bepaal nu het gedrag van f .x; y/ op de kromme x D y2 in de buurt van .0; 0/.

(c) Bewijs dat niet geldt lim.x;y/!.0;0/ f .x; y/ D 0. Hiervoor kun je bijvoorbeeld een geschikte
negatie van de limietdefinitie opstellen en laten zien dat f aan deze negatie voldoet.

(d) Bewijs dat lim.x;y/!.0;0/ f .x; y/ niet bestaat. Is dit resultaat verrassend? Waarom wel of
waarom niet? Plot eventueel de grafiek van de functie met Mathematica.
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Opgave 1.30 Stel f W Rn ! R en g W Rn ! R zijn functies. We definiëren voor alle x 2 Rn:

k.x/ D maxff .x/; g.x/g; d.w.z. het maximum van f .x/ en g.x/;

h.x/ D minff .x/; g.x/g; d.w.z. het minimum van f .x/ en g.x/.

Met limx!a f .x/ bestaat bedoelen we: er is een p 2 R zo dat limx!a f .x/ D p.

(a) Bewijs: als limx!a f .x/ bestaat en limx!a g.x/ bestaat ook, dan bestaan limx!a h.x/ en
limx!a k.x/. Hint: onderscheid eventueel verschillende gevallen.

(b) Geldt het omgekeerde ook? Dat wil zeggen: als limx!a h.x/ bestaat en als limx!a k.x/ ook
bestaat, en de limieten zijn ongelijk, volgt dan dat limx!a f .x/ bestaat en dat limx!a g.x/

bestaat? Zo ja, geef een bewijs, en zo nee, geef een tegenvoorbeeld. Laat in het laatste geval
precies zien waarom je tegenvoorbeeld niet aan de limietdefinitie voldoet.

(c) Als limx!a h.x/ bestaat en limx!a k.x/ ook bestaat, en de limieten gelijk zijn aan elkaar,
onderzoek dan ook of limx!a f .x/ bestaat. Zo ja, geef een bewijs, zo nee, geef een tegenvoor-
beeld.

Opgave 1.31 Laat a; b; c; d reële getallen zijn met a < b en c < d . Veronderstel dat f W Œa; b� !

Œc; d � een reële functie is die monotoon stijgend is (als x < y dan f .x/ � f .y/) en surjectief
(f .Œa; b�/ D Œc; d �).

(a) Bewijs dat f .a/ D c en f .b/ D d .

(b) Bewijs dat f continu is.

Opmerking: later zullen we bewijzen dat uit (a) en (b) volgt dat f surjectief is.

Veronderstel nu dat f ook monotoon strikt stijgend is (als x < y dan f .x/ < f .y/).

(c) Laat zien dat de inverse functie f �1 bestaat en continu is op Œc; d �.

(d) Veronderstel dat de functie f : [0,1] ! [0,1] gegeven door f .x/ D xn surjectief is. (We zullen
later uit eigenschappen van de reële getallen bewijzen dat dit zo is.)

Laat zien dat de wortelfunctie x ! n
p
x continu is op [0,1].

Opgave 1.32 We schrijven Œx� voor het grootste gehele getal dat � x is. Definieer voor x > 0

f .x/ D 1 � x

�
1

x

�
; g.x/ D x � x2

�
1

x

�
; en f .0/ D g.0/ D 0:

(a) Bewijs dat limx!0.
1
x

� Œ 1
x
�/ niet bestaat.

(b) Ga na of f continu is in 0. Bewijs je bewering.

(c) Ga na waar g differentieerbaar is. Bewijs je bewering. Hint: onderscheid x D 0; x D
1
n

met
n 2 ZC en de overige x.
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Opgave 1.33 Definieer f .x; y/ D yx door middel van

f W �0;1Œ � �0;1Œ � R
.x; y/ ‘ exp.x lny/

:

.i/ Ga na dat lim.x;y/!.0;b/ f .x; y/ D 1 voor alle b > 0.

.i i/ Laat zien dat lim.x;y/!.a;0/ f .x; y/ D 0 voor alle a > 0.

.i i i/ Toon aan dat de limiet lim.x;y/!.0;0/ f .x; y/ niet bestaat.

Opgave 1.34 Laat zien dat voor alle x; y 2 Rn geldt:

(a) .1C kx C yk/ � .1C kxk/.1C kyk/I

(b) .1C kx C yk/ �
1Ckxk

1Ckyk
: Aanwijzing: gebruik (a) en merk op dat kyk D k � yk:

Opgave 1.35 Laat zien dat voor alle x 2 R met jxj > 1 geldt:

(a) 1
j1�xj

�
1

jxj�1
;

(b) 1
j1Cxj

�
1

jxj�1
:

Opgave 1.36 Gegeven zijn een functie f W Rn
�! Rm en een tweetal punten a 2 Rn en b 2 Rm:

Veronderstel dat
lim

x!a
f .x/ D b:

Toon aan dat:
a 2 Dom.f / ) f .a/ D b:

Opgave 1.37 Laat a; b een tweetal verschillende punten in Rn zijn. We merken op dat d D d.a; b/ >

0 (waarom is dat zo?). Bewijs dat voor alle reële getallen r1; r2 > 0 geldt:

(a) B.aI r1/ \ B.bI r2/ ¤ ; ) r1 C r2 > d:

(b) r1 C r2 � d ) B.aI r1/ \ B.bI r2/ D ;:

(c) r1 C r2 � d ” B.aI r1/ \ B.bI r2/ D ;:

Opgave 1.38 Laat f; g W R �! R een tweetal functies zijn, a 2 R en M > 0: Veronderstel dat
limx!a f .x/ D 0 en jg.x/j � M voor alle x 2 Dom.g/. Bewijs dat limx!a f .x/g.x/ D 0.

Opgave 1.39 Zij f W R � R differentieerbaar in 0 en veronderstel dat f .0/ D 0 en f 0.0/ D 1.
Laat zien dat f zowel positieve waarden als negatieve waarden heeft, dwz er bestaan p; q 2 R met
f .p/ > 0 en f .q/ < 0:
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Opgave 1.40 Definieer de functie f .x/ D jxj3 cos 1
x

op het maximaal mogelijke domein en laat
zien dat limx!0 f .x/ D 0. Zet f voort tot heel R door middel van f .0/ WD 0 en ga na waar de zo
gedefinieerde functie f differentieerbaar is.

Opgave 1.41 De bedoeling van deze opgave is een principe te verduidelijken dat al twee keer op
college aan de orde is geweest.

Gegeven is een functie f W Rn
�! Rm: Gegeven zijn voorts a 2 Rn en b 2 Rm: Is S � Rn dan

spreken we af dat we met
lim
x!a
x2S

f .x/ D b .�/

bedoelen dat
lim

x!a
fS .x/ D b;

waarbij fS W Rn
�! Rm de functie is met domein Dom.fS / WD Dom.f / \ S terwijl fS D f op

Dom.fS /:

(a) Laat zien dat (*) gelijkwaardig is met

8�>0 9ı>0 f .B.aI ı/ \ Dom.f / \ S/ � B.bI �/:

(b) Laat zien: als S; T � Rn en S [ T D Rn; dan zijn de volgende beweringen gelijkwaardig:

(i) limx!a f .x/ D bI

(ii) lim
x!a
x2S

f .x/ D b en lim
x!a
x2T

f .x/ D b.

(c) Laat zien: f is continu in a dan en slechts dan als a 2 Dom.f / en

lim
x!a
x¤a

f .x/ D f .a/:

Opgave 1.42 Deze opgave doet een methode aan de hand om aan te tonen dat een limiet niet bestaat.
We veronderstellen dat f W Rn

�! Rm een functie is, en dat a 2 Rn:We beschouwen de volgende
twee uitspraken:

(1) limx!a f .x/ bestaat;

(2) 8�>0 9ı>0 8x;x02Dom.f /\B.aIı/ d.f .x/; f .x0// < �:

(a) Laat zien dat (1) ) (2). Hint: veronderstel limx!a f .x/ D b 2 Rm en gebruik de definitie
van limiet.

(b) Gebruik (a) om te laten zien dat

lim
x!0

sin.
1

x
/

niet bestaat.
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Men kan laten zien dat ook geldt (2) ) (1). Op dit moment beschikken wij nog niet over voldoende
techniek om dit aan te tonen. In hoofdstuk 6 zullen we een techniek ontwikkelen die dit wel mogelijk
maakt.

Voor ons is voorlopig vooral van belang dat uit deze opmerking volgt dat de voor (b) gebruikte
methode in principe altijd werkt.

Opgave 1.43 Definieer f .x; y/ D
x2y ex2y

x2�y2 op het maximaal mogelijke domein.

.i/ Ga na dat limx!0 f .x; 0/ D 0 en limy!0 f .0; y/ D 0.

.i i/ Bereken limx!0 f .x; 2x/ en limx!0 f .x; x
2/.

.i i i/ Bewijs dat limx!0 f .x; x C �x2/ D
�1
2�

voor alle � > 0.

.iv/ Bewijs dat de limiet lim.x;y/!.0;0/ f .x; y/ niet bestaat.

Opgave 1.44 Beschouw f .x/ D sinh.xjxj/; hierbij mag je gebruiken dat de hyperbolische sinus
willekeurig vaak differentieerbaar is en als afgeleide de hyperbolische cosinus heeft.

.i/ Bewijs dat f in elk punt x 2 R differentieerbaar is.

.i i/ Bepaal de afgeleide f 0 en ga na dat deze op heel R continu is.

.i i i/ In welke punten x 2 R is f twee keer differentieerbaar?

Opgave 1.45 Laat zien dat f W R � R dan en slechts dan continu differentieerbaar is, als er voor
elke x 2 R een ` 2 R bestaat met de eigenschap, dat er voor alle " > 0 een ı > 0 zodanig is, dat voor
alle h; t 2 B.0I ı/ geldt dat

jf .x C h/ � f .x C t/ � ` � .h � t/j � " � jh � t j :
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2 Open en gesloten verzamelingen

Opgave 2.1 Geef een voorbeeld waaruit blijkt dat de vereniging van oneindig veel gesloten verza-
melingen niet gesloten hoeft te zijn.

Opgave 2.2 Schets elk van de volgende verzamelingen V � R2; en bepaal tevens het inwendige
inwV; de afsluiting V en de rand V n inwV: Zeg tevens of de verzameling open en/of gesloten of geen
van beiden is. U mag volstaan met het geven van antwoorden zonder motivatie.

(a) V D f.x; y/ 2 R2 j k.x; y/k < 1g;

(b) V D f.x; y/ 2 R2 j k.x; y/k � 1g;

(c) V D f.x; y/ 2 R2 j k.x; y/k � 1; y > 0g;

(d) V D f.x; y/ 2 R2 j xy � 1g;

(e) V D f.x; y/ 2 R2 j jxj < 1; jyj < 1; .x; y/ ¤ .0; 0/g;

(f) V D f.x; y/ 2 R2 j xy D 1; y > 0g:

Opgave 2.3 Schets elk van de volgende deelverzamelingen V � R2 en bepaal of hij open of gesloten
of geen van beiden is. Bewijs uw beweringen door zoveel mogelijk gebruik te maken van de resultaten
van Hoofdstuk 2 uit het dictaat.

(a) V D f.x; y/ 2 R2 j y < x2g;

(b) V D f.x; y/ 2 R2 j y � x2g;

(c) V D f.x; y/ 2 R2 j 0 � y � x2g;

(d) V D f.x; y/ 2 R2 j 0 < y < x2 � 4g;

(e) V D f.x; y/ 2 R2 j jxj < 1; jyj < 1; .x; y/ ¤ .0; 0/g;

(f) V D f.x; y/ 2 R2 j xy D 1; y > 0g:

Opgave 2.4

(a) Gegeven zijn twee deelverzamelingen A;B � Rn: Toon aan: als A en B gesloten zijn in Rn;

dan is A \ B dat ook.

(b) Toon aan dat iedere eindige doorsnede van gesloten delen van Rn weer gesloten is in Rn:

(c) Gegeven is een continue functie f W Rn ! Rm: Toon aan dat voor iedere c 2 Rm de verzame-
ling

f �1.fcg/ WD fx 2 Rn
j f .x/ D cg

gesloten is in Rn: Aanwijzing: combineer het resultaat voorm D 1 (dictaat) met onderdeel (b).

(d) We beschouwen de deelverzameling D van R3 gedefinieerd door

D D f.x; y; z/ 2 R3
j x2

C y2
D 1 en x C y C z D 1g:

Toon aan dat D gesloten is.
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Opgave 2.5 We definiëren de functie k � k1 W R2 ! R door kxk1 WD max.jx1j; jx2j/:

(a) Toon aan dat k � k1 een norm op R2 definieert.

De bij k � k1 behorende afstand noteren we met d1: De door deze metriek gedefinieerde bol met
middelpunt a 2 R2 en straal r > 0 noteren we met B1.aI r/:

(b) Bepaal de open bol B1.0I 1/ met middelpunt 0 D .0; 0/ en straal 1:

(c) Bewijs dat voor iedere a 2 R2 en iedere � > 0 de bol B1.aI �/ open is ten aanzien van de
Euclidische metriek.

(d) Bewijs dat voor iedere a 2 R2 en iedere � > 0 de bolB.aI �/ open is ten aanzien van de metriek
d1:

(e) Toon aan dat voor een deelverzameling A � R2 het volgende geldt:

A is open ten aanzien van d ” A is open ten aanzien van d1:

Opgave 2.6 We schrijven U D Rn; V D Rm; W D RnCm; en voorzien deze verzamelingen van
de Euclidische metrieken. Zij a 2 U; b 2 V: We zien .a; b/ als punt van W:

(a) Bewijs dat voor .x; y/ 2 U�V geldt: dU .x; a/ � dW ..x; y/; .a; b// en dV .y; b/ � dW ..x; y/; .a; b//:

(b) Toon aan dat voor iedere r > 0 geldt BW ..a; b/I r/ � BU .aI r/ � BV .bI r/: Laat dmv een
schets zien wat dit betekent voor n D m D 1:

(c) Gegeven zijn twee open verzamelingen O1 � U en O2 � V: Toon aan dat de verzameling
O1 �O2 open is in W:

Opgave 2.7 Gegeven is een metrische ruimte .V; d/; een deelverzamelingA � V en een punt p 2 A

met p … A.

(a) Toon aan dat voor iedere ı > 0 de doorsnede B.pI ı/ \ A oneindig veel elementen bevat.

(b) Geef een voorbeeld waaruit blijkt dat de bewering in (a) niet geldig hoeft te zijn als p 2 A:

(c) Definieer het begrip ‘geı̈soleerd punt’ van een verzameling.

Opgave 2.8 Gegeven is een metrische ruimte V en een deel A � V:

(a) Toon aan: als A open is, dan bestaat er een functie � W A ! � 0;1 Œ zo dat

A D [a2AB.aI �.a//:

Geldt de omgekeerde implicatie ook? Bewijs uw bewering.

In het vervolg veronderstellen we dat V een deel is van Rn voorzien van de geı̈nduceerde metriek.
Merk op dat voor iedere p 2 V en r > 0 geldt

BV .pI r/ D V \ B.pI r/:
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(b) Laat O een open deel zijn van Rn: Toon aan dat O \ V open in V is.

(c) Zij A � V: Toon aan: als A open is in V dan bestaat er een open verzameling O � Rn zo dat
A D O \ V: Hint: gebruik (a).

Opgave 2.9 Zij .V; d/ een metrische ruimte. Voor een deelverzameling A � V definiëren we de
rand fr.A/ door

fr.A/ D A n inw.A/:

Toon aan: een punt p 2 V behoort tot fr.A/ dan en slechts dan als voor elke ı > 0 geldt dat

B.pI ı/ \ A ¤ ; en B.pI ı/ \ .V n A/ ¤ ;:

Opgave 2.10 Gegeven is een deelverzameling A � Rn en een punt p 2 Rn met p … A: Toon aan
dat de volgende beweringen gelijkwaardig zijn:

(a) p is een limietpunt van AI

(b) voor iedere ı > 0 is de verzameling B.pI ı/ \ A oneindig.

Opgave 2.11 Gegeven zijn twee continue functies f; g W Rn ! R:

(a) Toon aan dat de verzameling

A WD fx 2 Rn
j f .x/ < g.x/g

open is.

(b) Zij c 2 Rn en veronderstel dat f .c/ < g.c/: Toon aan dat er een ı > 0 bestaat zo dat voor alle
x 2 B.cI ı/ geldt f .x/ < g.x/:

(c) Toon aan dat de verzameling

B WD fx 2 Rn
j f .x/ D g.x/g

gesloten is.

Opgave 2.12 Gegeven is een metrische ruimte .V; d/ en een deelverzameling A � V:

(a) Zij p een limietpunt van NA: Toon aan dat p ook een limietpunt van A is. Aanwijzing: zij ı > 0:
Toon aan dat B.pI

1
2
ı/ \ NA een punt q bevat. Beschouw vervolgens B.qI

1
2
ı/ \ A:

(b) Toon aan dat NA gesloten is.

(c) Toon aan dat voor elke gesloten deelverzameling B van V geldt: A � B ) NA � B:

Merk op dat (c) te formuleren is als:

De afsluiting NA van A is de kleinste gesloten deelverzameling van V die A bevat.
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Dit rechtvaardigt de naam ‘afsluiting van A:’

Opgave 2.13 Gegeven is een metrische ruimte .V; d/ en een deelverzameling A � V:

(a) Toon aan dat voor iedere open deelverzameling O � V geldt: O � A ) O � inw.A/:

(b) Toon aan dat inw.A/ een open deelverzameling van A is.

Conclusie:

Het inwendige inw.A/ van A is de grootste open deelverzameling van V die bevat is in A:

Opgave 2.14 Gegeven is een open deelverzameling U van Rn:

(a) Toon aan dat voor iedere a 2 U een ı > 0 bestaat zo dat de kubus

V.aI ı/ WD � a1 � ı; a1 C ı Œ � � � � � � an � ı; an C ı Œ

bevat is in U:

(b) We beschouwen de afbeelding �1 W Rn ! R gegeven door �1.x/ D x1: Toon aan dat de
verzameling �1.U / open is in R:

(c) Geef een voorbeeld van een gesloten deelverzameling S � R2 zo dat �1.S/ niet gesloten is in
R:

Opgave 2.15 In deze opgave is V een metrische ruimte en A een deelverzameling van V:

(a) Laat B � V en veronderstel dat A � B: Bewijs dat A � B:

(b) Zij f W V ! R continu en veronderstel dat f .x/ � 0 voor alle x 2 A: Toon aan dat f .x/ � 0

voor alle x 2 A:

(c) Zij f; g W V ! R continu en veronderstel dat f .x/ D g.x/ voor alle x 2 A: Toon aan dat
f .x/ D g.x/ voor alle x 2 A:

(d) Geef een voorbeeld van een verzameling A � R en een continue functie f W R ! R met
f .x/ > 0 voor alle x 2 A; maar niet f .x/ > 0 voor alle x 2 A:

Opgave 2.16 Gegeven zijn een metrische ruimte V en een tweetal deelverzamelingen A;B � V:

(a) Toon aan dat inw.V nA/ D V nA: Bij een dergelijke vraag, waarbij gevraagd wordt gelijkheid
van twee verzamelingen te bewijzen, is het verstandig te proberen twee inclusies te bewijzen.

(b) Toon aan dat V n B D V n inw.B/: Probeer dit uit (a) af te leiden.

(c) Toon aan dat inw.A \ B/ D inw.A/ \ inw.B/:

(d) Laat zien dat inw.A/[ inw.B/ � inw.A[B/: Laat door middel van een voorbeeld zien dat de
omgekeerde inclusie niet altijd hoeft te gelden.

(e) Toon aan dat A [ B D A [ B:

(f) Onderzoek het verband tussen A \ B en A \ B:
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Opgave 2.17 We definieren als in Opgave 2.5 de maximumnorm kxkm WD max.jx1j; jx2j/ op R2 en
we kiezen ook een willekeurige norm k � kw op R2. Hiervan veronderstellen we alleen de eigenschap-
pen in Lemma 1.3 in het dictaat.

(a) Kies x D .x1; x2/ willekeurig in R2, en toon aan dat er een constante q > 0 bestaat zodat
kxkw � qkxkm. Hint: schrijf x D x1.1; 0/C x2.0; 1/.

De bij k � ki behorende afstand noteren we met di , en de door de metriek di gedefinieerde bol met
middelpunt a 2 R2 en straal r > 0 noteren we met Bi .aI r/, voor i D w en i D m.

(b) Bewijs dat voor iedere a 2 R2 en iedere � > 0 de bol Bw.aI �/ open is ten aanzien van de
metriek dm.

(c) Bewijs dat voor elke deelverzameling A � R2 geldt: als A open is in dw , dan is A open in dm

(en dus ook in de Euclidische metriek volgens Opgave 2.5).

(d) Kun je voor Rn iets soortgelijks bewijzen, en zo ja, hoe?

Opgave 2.18 Zij .V; d/ een metrische ruimte met de afstandfunctie d . We definieren een functie
Qd W V � V ! R met de formule

Qd.x; y/ D
d.x; y/

1C d.x; y/
; x; y 2 V:

Bewijs dat .V; Qd/ ook een metrische ruimte is.
Hint: Om de driehoeksongelijkheid te bewijzen, laat zien dat voor a; b; c � 0 de ongelijkheid

aC b � c � 0 impliceert:
a

1C a
C

b

1C b
�

c

1C c
� 0 :

Opgave 2.19 We noteren met R�0 de verzameling fx 2 R j x � 0g. We kiezen een element ! dat
niet in R�0 zit en we definiëren V WD R�0 [ f!g. We gaan V van een metriek voorzien.

(a) Definieer f W R�0 ! R door f .x/ D
x

1Cx
. Laat zien dat voor alle x; y 2 R�0 geldt

0 � f .x/ < 1 en f .x C y/ � f .x/C f .y/

Maak een plaatje van de grafiek van f (Hint: f .x/ D 1 �
1

1Cx
).

We breiden f uit tot een functie V ! R door te definiëren f .!/ D 1. Voorts definiëren we voor
x; y 2 V

d2.x; y/ WD jf .x/ � f .y/j:

(b) Laat zien dat d2 een metriek is op V .

(c) Laat zien dat voor alle x; y 2 R�0 geldt d2.x; y/ � jx � yj. Kies een vaste a 2 R�0 en laat
0 < ı � 1. Laat zien dat voor alle x 2 V met jx � aj � ı geldt

d2.x; a/ �
1

.aC 2/2
� jx � aj:
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We definiëren nu de functie g W V ! V door8<: g.0/ D !;

g.!/ D 0;

g.x/ D
1
x
; .x 2 R�0 n f0g/:

(d) Laat zien dat voor a 2 R�0 met a > 0 geldt limx!a g.x/ D g.a/; ook ten opzichte van de
metriek d2!

(e) Bewijs dat g continu is op V met metriek d2.

Opgave 2.20 Neem het interval Œ0; 1� � R en knip daar het middelste derde
�

1
3
; 2

3

�
uit weg. Er

blijven twee intervallen over:
�
0; 1

3

�
en

�
2
3
; 1

�
. Uit elk van deze twee intervallen knippen we weer het

middelste deel weg. Als we dit proces onbeperkt voortzetten, vinden we als limiet de Cantorverza-
meling ƒ.

Bewijs dat ƒ gesloten is in R.

Opgave 2.21 Zij V D f.x; y/ 2 R2 j xy < 2g � R2. Met deze V definiëren we W � R2 door

W D f.x; y/ 2 V j x2
C y2

� 4g :

(a) Schets V en W .

(b) Is W gesloten in R2? Waarom wel of waarom niet?

(c) Is W gesloten in V ? Waarom wel of waarom niet?

Opgave 2.22 Gegeven is " > 0, een metrische ruimte .V; d/ en een punt a 2 V .

.i/ Ga na dat er voor iedere x 2 B.aI "/ een positief geheel getal n bestaat metB.xI
1
n
/ � B.aI "/.

.i i/ Laat zien dat in het geval V D Rp (met de Euclidische afstand) een q 2 Qp bestaat met
a 2 B.qI "/.

.i i i/ Toon aan dat elke open deelverzameling van R kan worden geschreven als aftelbare vereniging
van open intervallen.
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3 Rijen en volledigheid

Opgave 3.1 Bepaal de volgende limieten:

(a) lim
n!1

n
n2C5

I

(b) lim
n!1

2n2CnC2
n2C1

I

(c) lim
n!1

n2

n3�10
:

Opgave 3.2 Bepaal voor de volgende rijen .an/n�1 of ze convergeren, en zo ja, bepaal de limiet,
indien an wordt gegeven door:

(a) 2�nI

(b) 1C .�1/nI

(c) 21=nI

(d) .�1/nnI

(e) .1C
1

n2 /
2I

(f) nŠ:

Opgave 3.3 We beschouwen de rij .an/n�1 in R gedefinieerd door de recurrente betrekkingen a1 D

1 en anC1 D
p
3an .n � 1/: Bewijs de volgende beweringen.

(a) De rij .an/n�1 is naar boven begrensd;
(b) De rij .an/n�1 is monotoon stijgend;
(c) lim

n!1
an D 3:

Opgave 3.4 Zij 0 < a1 < b1; en definieer met inductie:

anC1 D
p
anbn (meetkundig gemiddelde),

bnC1 D
1

2
.an C bn/ (rekenkundig gemiddelde).

Bewijs het volgende:

(a) 0 � an � bn voor alle n � 1I

(b) .an/ is monotoon stijgend;
(c) .bn/ is monotoon dalend;
(d) .an/ en .bn/ convergeren en hebben beide dezelfde limiet.

Opgave 3.5 Gegeven is een rij .an/n�1 in R die voldoet aan

a1 > 0 en anC1 D
p
an C 6 .n � 1/:

Bewijs de volgende beweringen:
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(a) Als a1 > 3; dan 3 < anC1 < an .n 2 N/:
(b) Als a1 < 3; dan 0 < an < anC1 < 3 .n 2 N/:
(c) .an/n�1 is convergent.

Bepaal lim
n!1

an:

Opgave 3.6 De rij .an/n�1 wordt gegeven door

a1 D 2 en anC1 D .a2
n C 3/=2.an � 1/; .n 2 N/:

Bewijs dat an > anC1 > 3 voor alle n � 2: Bewijs dat de rij .an/n�1 convergeert en bepaal de limiet.

Opgave 3.7 Definieer de rijen

an WD 4�n

�
2n

n

�
p
n; bn WD 4�n

�
2n

n

�
p
nC 1; .n � 1/:

Laat zien dat .an/n�1 monotoon stijgend is en dat .bn/n�1 monotoon dalend is. Toon aan dat beide
rijen convergent zijn en dat

lim
n!1

an D lim
n!1

bn:

Opgave 3.8 Voor elke n � 1 definiëren we

an WD

nX
kD1

.�1/kC1

k
:

(a) Bewijs dat de rij .a2nC1/n�0 monotoon dalend is.

(b) Bewijs dat de rij .a2n/n�1 monotoon stijgend is.

(c) Bewijs dat de in (a) en (b) genoemde rijen convergent zijn.

(d) Bewijs dat a2nC1 � a2n ! 0 voor n ! 1:

(e) Bewijs dat limn!1 an bestaat.

Opgave 3.9 Bepaal

lim
n!1

�
1

n2
C

2

n2 � 1
C

3

n2 � 2
C � � � C

n

n2 � nC 1

�
:

Aanwijzing: geef eerst een boven- en een ondergrens voor 1=.n2 � k C 1/ voor 1 � k � n; beide
onafhankelijk van k:

Opgave 3.10 Zij .an/n�1 een rij in R en a 2 R:
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(a) Veronderstel dat N 2 N; � > 0 en dat voor alle n > N geldt jan � aj < �: Toon aan dat voor
alle n > N geldt ˇ̌̌̌

ˇ̌1n nX
kDN C1

ak � a

ˇ̌̌̌
ˇ̌ � � C

N

n
jaj:

(b) Toon aan dat:

lim
n!1

an D a ) lim
n!1

1

n

nX
kD1

ak D a:

Opgave 3.11 Laat r 2 R zijn, r ¤ 1:

(a) Toon aan dat voor iedere n 2 N geldt:

1C r C � � � C rn
D
1 � rnC1

1 � r
:

(b) Toon aan: als 0 � r < 1; dan geldt

lim
n!1

nX
kD0

rk
D

1

1 � r
:

We beschouwen nu een oneindig voortlopende repreterende decimale breuk van de vorm

x D 0;
‚ …„ ƒ
c1 : : : cp

‚ …„ ƒ
c1 : : : cp : : :

‚ …„ ƒ
c1 : : : cp : : : ;

met p � 1 en c1; : : : ; cp 2 f0; : : : ; 9g: We definiëren de rij .an/n2N door

an D 0;
‚ …„ ƒ
c1 : : : cp

‚ …„ ƒ
c1 : : : cp : : :

‚ …„ ƒ
c1 : : : cp .n groepjes/:

(c) Toon aan dat limn!1 an D x:

(d) Toon aan dat x een rationaal getal is. Hint: herschrijf an op een geschikte manier door onderdeel
(a) te gebruiken.

Opmerking. Uit het bovenstaande valt direct af te leiden dat iedere decimale ontwikkeling die op
een gegeven moment periodiek wordt een rationaal getal definieert. Met iets meer moeite kan men
laten zien dat omgekeerd iedere decimale ontwikkeling van een rationaal getal op den duur periodiek
wordt.

Opgave 3.12 Bewijs voor elk van de volgende deelverzamelingen van R dat zij een infimum en een
supremum bezit. Bepaal tevens het infimum en het supremum; bewijs daarbij de juistheid van uw
antwoord.

(a) � � 1; 1�:

(b) � 3; 4 Œ[f7g:
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(c) fr 2 Q j r2 � 4g:

(d) f�3g:

(e) \1
nD1Œ0; 1C

1
n
Œ :

Opgave 3.13 Onderzoek welke van de volgende verzamelingen een supremum of een infimum bezit.
Bepaal alle suprema en infima; bewijs daarbij de juistheid van uw antwoorden.

(a) f
1
p

j p 2 N priemgetal g:

(b) fnC
1
n

j n 2 N; n � 1g:

(c) fx 2 R j x2 < 3g:

(d) \1
nD1 � 1 �

1
n
; 1C

1
n
Œ :

(e) [1
nD1Œ

1
nC1

; 1
n
�:

(f) [1
nD1Œ0; 1 �

1
n
�:

Opgave 3.14 We beschouwen een niet-lege deelverzameling V � R en een ondergrens a van V:
Bewijs dat de volgende twee uitspraken equivalent zijn.

(a) a D infV I

(b) voor elke � > 0 geldt Œa; aC � Œ \V ¤ ;:

Opgave 3.15 We beschouwen twee niet-lege en naar boven begrensde deelverzamelingen V en W
van R: We definiëren de som van V en W door V CW D fx C y j x 2 V; y 2 W g:

(a) Toon aan dat V CW naar boven begrensd is en dat supV CsupW een bovengrens voor V CW

is.

(b) Toon aan dat V CW een supremum heeft en dat sup.V CW / � supV C supW:

(c) Zij ı > 0: Toon aan dat er een v 2 V en een w 2 W bestaan met v > supV � ı=2 en
w > supW � ı=2:

(d) Zij a 2 R en veronderstel dat a < supV C supW: Toon aan dat a geen bovengrens is voor
V CW: Hint: gebruik onderdeel (c) met ı D supV C supW � a:

(e) Toon aan dat sup.V CW / D supV C supW:

Opgave 3.16 Voor ieder geheel getal n � 1 definiëren we het interval In door

In WD Œ
1

2nC 1
;
1

2n
�:

Voorts definiëren we de verzameling A door A D [1
nD1In:

(a) Toon aan dat A � � 0; 1 Œ :

Definieer de verzameling B WD � 0; 1 Œ nA:
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(b) Bewijs dat infA D 0 en infB D 0:

Opgave 3.17 Gegeven is een functie f W Œ0; 1 Œ! Œ0; 1� met de eigenschap dat f monotoon stijgend
is, d.w.z. x < y ) f .x/ � f .y/:

(a) Toon aan dat de verzameling f .Œ0; 1 Œ / een supremum s heeft.

(b) Zij � > 0: Toon aan dat er een a 2 Œ0; 1 Œ bestaat zo dat f .a/ > s � �:

(c) Laten �; a zijn als in (b). Toon aan dat f .Œa; 1 Œ / � � s � �; s�:

(d) Toon aan dat
lim

x!1
f .x/ D s:

Opgave 3.18 We beschouwen de functie f W R ! R gedefinieerd door

f .x/ D x13
C

31

2C sin x
:

(a) Bewijs dat er a; b 2 R bestaan met a < b en f .a/ < 0 en f .b/ > 5:

(b) Bewijs dat er een x 2 R bestaat met f .x/ D 5:

Opgave 3.19 We beschouwen de functie f W R ! R gedefinieerd door

f .x/ D x C
1

x8 C 2x6 C 4x4 C 6x2 C 8
:

(a) Toon aan dat er voor iedere c 2 R een a 2 R bestaat met f .a/ < c:

(b) Bewijs dat f .R/ D R:

Opgave 3.20 Bepaal voor de volgende veeltermfuncties f een geheel getal n 2 Z zo dat f .x/ D 0

voor een x 2 Œn; nC 1�:

(a) f .x/ D x3 � x C 3I

(b) f .x/ D x5 C x C 1:

Opgave 3.21 Bewijs dat er een reëel getal x > 0 bestaat zo dat sin x D
1
2
x:

Opgave 3.22 Laten a; b 2 R zijn met a < b: Van twee continue functies f; g W Œa; b� ! R is
gegeven dat f .a/ < g.a/ en f .b/ > g.b/: Toon aan dat er een x 2 � a; b Œ bestaat met f .x/ D g.x/:

Opgave 3.23 We beschouwen een interval I D Œa; b� ( a < b) en een continue functie f W I ! R:
Gegeven is dat er geen punten x 2 I bestaan met f .x/ D x: Toon aan dat één van de volgende twee
uitspraken waar is:

22



(a) f .x/ > x voor alle x 2 I I

(b) f .x/ < x voor alle x 2 I:

Aanwijzing: beschouw de functie g.x/ D f .x/ � x en vertaal de aanname voor f in termen van g:
Ontken dat (a) of (b) waar is, en leid een tegenspraak af.

Opgave 3.24 Van een continue functie f W Œ0; 1 Œ! R is gegeven dat f .0/ D 0; f .x/ > 0 voor
x > 0 en tenslotte

lim
x!1

1

f .x/
D 0:

(a) Toon aan dat voor iedere c > 0 een a 2 Œ0; 1 Œ bestaat met f .a/ > c:

(b) Bewijs dat f .Œ0; 1 Œ / D Œ0;1 Œ :

Opgave 3.25

(a) Gegeven zijn twee reële getallen a; b 2 R met a < b: Toon aan dat er een geheel getal N � 1

bestaat met 0 < N�1 < b � a: Toon aan dat daarbij een geheel getal k 2 Z bestaat zo dat

k

N
2 � a; b Œ :

(b) Toon aan dat de afsluiting van de collectie Q der rationale getallen gelijk is aan R: Men zegt
ook wel dat Q dicht ligt in R:

(c) Gegeven is een segment I � R (dat meer dan één punt bevat) en een tweetal continue functies
f; g W I ! R met f .x/ D g.x/ voor alle x 2 I \ Q: Toon aan dat f D g:

(d) Toon aan dat voor ieder tweetal a; b 2 R met a < b een getal x 2 R n Q bestaat zo dat
a < x < b: Hint: zoek een x van de vorm x D r

p
2; met r 2 Q:

(e) Gegeven is een segment I � R en een continue functie f W I ! R: Toon aan: als f op I
alleen rationale waarden aanneemt, m.a.w. als f .I / � Q; dan is de functie f constant.

Opgave 3.26 Gegeven is een dalende rij segmenten In D Œan; bn�; n 2 N:

(a) Toon aan dat de rijen .an/n�0 en .bn/n�0 convergeren. Noem de limieten van deze rijen a;
respectievelijk b:

(b) Toon aan dat a � b en dat Œa; b� � \n�0In:

(c) Bewijs dat Œa; b� D \n�0In:

Opgave 3.27 Voor .V; d/ een metrische ruimte en A � V een deelverzameling definiëren we de
karakteristieke functie �A W V ! R door

�A.x/ D

�
1 als x 2 A;

0 als x 2 V n A:
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(a) Bepaal alle mogelijke volledige originelen

��1
A .Y / WD fx 2 V j �A.x/ 2 Y g;

met Y � R:
(b) Toon aan dat de volgende beweringen gelijkwaardig zijn.

(1) A is open en gesloten;

(2) de functie �A is continu.

De metrische ruimte V heet samenhangend als ; en V de enige deelverzamelingen van V zijn die
zowel open als gesloten zijn.

(c) Toon aan dat R samenhangend is. Laat tevens zien dat intervallen I � R samenhangend zijn.
Hint: gebruik de tussenwaardestelling.

(d) Zij p � 1: Toon aan dat Rp samenhangend is. Hint: veronderstel niet, en zij ; ( A ( Rp

een open en gesloten deelverzameling. Kies a 2 A en b 2 Rp n A en beschouw de functie
f W t ‘ �A.aC t .b � a//; R ! R:

Opgave 3.28 Laat f W Œ0;1Œ! Œ0;1Œ een continue functie zijn met de volgende eigenschappen:

(1) f is strikt monotoon stijgend;

(2) er is een x0 > 0 zodat f .x0/ D x0;

(3) voor alle x met 0 � x < x0 geldt f .x/ > x;

(4) voor alle x met x > x0 geldt f .x/ < x:

Laat nu c � 0. We definiëren de rij .an/n�1 door a1 D c en anC1 D f .an/ voor alle n 2 N. Stel
eerst c < x0.

(a) Toon aan dat de rij .an/n�1 begrensd is.

(b) Toon aan dat de rij .an/n�1 strikt monotoon stijgend is.

(c) Laat zien dat limn!1 an bestaat, en bepaal deze limiet.

(d) Behandel nu het geval c � x0.

(e) Ga na in hoeverre Opgaven 3.3, 3.5 (en eventueel 3.6) met behulp van de huidige opgave be-
handeld kunnen worden.

Bedenk zelf een opgave als 3.3, 3.5 of 3.6, waarbij voor de rij .an/n�1 de relatie tussen an en
anC1 concreet gegeven is.
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Opgave 3.29 Zij V een metrische ruimte. We noemen V samenhangend indien ; en V de enige
deelverzamelingen van V zijn die tegelijk open en gesloten zijn.

(a) Laat zien dat V onsamenhangend (d.w.z. niet samenhangend) is dan en slechts dan als V D O[

U met O;U niet lege open deelverzamelingen van V die disjunct zijn (d.w.z. lege doorsnede
hebben).

(b) Zij V samenhangend en f W V � W continu. Ga na dat f .V / � W dan eveneens samen-
hangend is (een deelverzameling van een metrische ruimte is samenhangend indien deze als
metrische ruimte (voorzien met de geı̈nduceerde metriek) samenhangend is).

Als p; q 2 V dan verstaan we onder een kromme in V met beginpunt p en eindpunt q een continue
afbeelding c W Œa; b� ! V (a; b 2 R; a < b), met c.a/ D p en c.b/ D q: De ruimte V heet padsa-
menhangend indien er voor ieder tweetal punten p; q 2 V een kromme in V bestaat met beginpunt p
en eindpunt q.

(c) Toon aan dat elke padsamenhangende metrische ruimte samenhangend is.

(d) Geldt ook andersom dat elke samenhangende metrische ruimte padsamenhangend is?

(e) Laat zien dat elke samenhangende deelverzameling van R padsamenhangend is.

Opgave 3.30 Zij .V; d/ een metrische ruimte en A � V . Toon aan dat a 2 V limietpunt van A is,
dan en slechts dan als er een rij .xn/n2N0

in A bestaat met limn!1 xn D a.

Opgave 3.31 Zij f W V � W een afbeelding tussen metrische ruimten. Toon aan dat f in a 2 V

dan en slechts dan continu is, als voor elke convergente rij .xn/n2N in V met limiet a de rij .f .xn//n2N
in W convergent is met limiet f .a/.

Opgave 3.32 Zij .an/n2N een rij in R zodanig dat a0 D 3 en

anC1 D
an

2
C

2

an

voor n � 0.

(a) Bewijs dat an � 2 voor alle n 2 N.

Hint: Laat eerst zien dat
x

2
C
2

x
� 2

voor alle x � 2. Pas dan de inductie naar n toe.

(b) Bewijs dat anC1 � an voor alle n 2 N.

Hint: Gebruik (a).

(c) Bewijs dat .an/ convergent is en bereken a D limn!1 an.
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Opgave 3.33 Definieer de rij .an/n2N in R door a0 D 1 en anC1 D 1C
1

an
.

.i/ Toon aan dat voor alle oneven n 2 N geldt an�1 � anC1 en an � anC2.

.i i/ Bewijs dat de deelrijen .a2k/k2N en .a2kC1/k2N convergeren.

.i i i/ Bepaal de limieten limk!1 a2k en limk!1 a2kC1 en concludeer dat ook de rij .an/n2N zelf
convergent is.

Opgave 3.34 Zij V een metrische ruimte, f W V � V continu en a0 2 V . Definieer inductief
anC1 WD f .an/ en veronderstel dat limn!1 an D b bestaat. Ga na dat f .b/ D b.
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4 Maxima en minima

Opgave 4.1 Het doel van deze opgave is te laten zien waarom in het laatste deel van het bewijs van
Stelling 4.5 een deelrij van een deelrij genomen is. We beschouwen een begrensde rij in R2 (dit komt
overeen met p D 1), namelijk de rij .an/n�0 die inductief gedefinieerd wordt door a0 D .1; 1/ en

anC1 D Ran: Hierin is R W R2 ! R2 de rotatie over hoek �=2; dus R D

�
0 �1

1 0

�
(a) Schets de punten an; n � 0:

(b) Laat zien dat anC4 D an voor alle n:

We noteren een punt x 2 R2 in coordinaten met x D .x0; x00/:

(c) Laat zien dat er rijen n0 < n1 < n2 < � � � en Qn0 < Qn1 < Qn2 < � � � van indices bestaan zo dat
fnk j k 2 Ng \ f Qnl j l 2 Ng D ; en zo dat limk!1 a0

nk
en limk!1 a00

Qnk
bestaan.

(d) Laat zien dat er een rij m0 < m1 < m2 < � � � bestaat zo dat limk!1 a0
mk

bestaat, terwijl
limk!1 a00

mk
niet bestaat.

(e) Laat zien dat er een rij k0 < k1 < k2 < � � � bestaat zo dat limj !1 a00
mkj

bestaat. Laat zien dat
limj !1 amkj

bestaat en bepaal deze limiet.

Opgave 4.2 Het doel van deze opgave is: een kennismaking met een karakterisering van volledigheid
die op tal van plaatsen in de analyse van belang is.

Definitie: Zij .V; d/ een metrische ruimte. Een rij .an/n2N in V heet een Cauchy-rij als voor iedere
� > 0 een N 2 N bestaat zo dat voor alle n;m � N geldt d.an; am/ < �:

(a) Zij .bn/n2N een convergente rij in de metrische ruimte V: Toon aan dat .bn/n2N een Cauchy-rij
is. Aanwijzing: zij b de limiet van de rij en gebruik de driehoekongelijkheid voor bm; b; bn:

In het algemeen hoeft een Cauchy-rij niet convergent te zijn. In de volgende onderdelen wordt ge-
vraagd aan te tonen dat een Cauchy-rij wel altijd begrensd is.

(b) Zij .an/n2N een Cauchy-rij in een metrische ruimte V: Toon aan dat er een N 2 N bestaat zo
dat an 2 B.aN I 1/ voor alle n � N:

(c) Zij .an/n2N als in (b). Toon aan dat er een b 2 V en een R > 0 bestaan zo dat an 2 B.bIR/

voor alle n 2 N:

Definitie: Een metrische ruimte V heet volledig indien iedere Cauchy-rij in V convergent is.

(d) Zij .an/n2N een Cauchy-rij in Rp; .p � 1/: Toon aan dat .an/n2N een convergente deelrij
.anj

/j �1 heeft.

(e) Zij a 2 Rp de limiet van de genoemde deelrij .anj
/j �1: Toon aan dat

lim
n!1

an D a:

Aanwijzing: gebruik de driehoeksongelijheid voor elementen van de vorm an; anj
; a

(f) Concludeer dat Rp volledig is.
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Opgave 4.3 Deze opgave sluit aan op de vorige. Hij illustreert een belangrijke toepassing van volle-
digheid op de theorie van de reeksen.

Definitie: Onder een reeks in Rp; .p � 1/ verstaan we een uitdrukking van de vorm
P

k2N ak; met
ak 2 Rp voor k 2 N: (Een reeks wordt zodoende bepaald door de rij .ak/k�0 van termen, waarbij de
notatie aangeeft dat we de intentie hebben te sommeren.) Onder de n�de partiële som van de reeks
verstaan we de eindige som sn D

Pn
kD0 ak : De bovenstaande reeks heet convergent als limn!1 sn

bestaat. In dat geval gebruiken we voor deze limiet de notatie

1X
kD0

ak WD lim
n!1

sn:

Een niet convergente reeks heet divergent.

(a) Zij
P

k2N ak en .sn/n2N als boven. Toon aan dat .sn/n2N een Cauchy-rij is dan en slechts dan
als voor elke � > 0 een N 2 N bestaat zo dat voor alle p; q 2 N met q � p > N geldt:

k

qX
kDp

akk < �:

(b) Zij
P

k2N ak een reeks in Rp: De n-de partiële som van deze reeks noteren we met sn: Merk
op dat

P
k2N kakk een reeks in R is. De n-de partiële som van deze reeks noteren we met tn:

Bewijs: als .tn/n2N een Cauchy-rij in R is, dan is .sn/n2N een Cauchy rij in Rp:

(c) We gebruiken de notatie van (b). Bewijs: als de reeks
P

k2N kakk convergeert, dan convergeert
ook de reeks

P
k2N ak : Bovendien geldt

k

1X
kD0

akk �

1X
kD0

kakk:

We illustreren de hierboven behandelde theorie aan de hand van de uit de infinitesimaalrekening be-
kende reeks voor de exponentiële functie.

Voor x 2 R beschouwen we de reeks X
k�0

xk

kŠ
.�/:

De n-de partiële som van deze reeks noteren we met sn.x/:

(d) Zij N 2 N; N � 1: Toon aan dat voor alle n 2 N met n � 2N geldt

N n

nŠ
�
N 2N

.2N /Š

�
1

2

�n�2N

:

Toon aan dat de rij .sn.N //n2N naar boven begrensd is.

(e) Zij x � 0: Toon aan dat de rij .sn.x//n2N monotoon stijgend en naar boven begrensd is.
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(f) Zij x 2 R willekeurig. Toon aan dat de reeks (*) convergeert. We definiëren de functie f W

R ! R door

f .x/ D

1X
nD0

xn

nŠ
:

Toon aan dat jf .x/j � f .jxj/ voor alle x 2 R: Later zullen we aantonen dat f .x/ D ex :

Opgave 4.4 Gegeven is een metrische ruimte .V; d/: Toon aan dat de volgende eigenschappen equi-
valent zijn.

(a) V is rij-compact.

(b) Voor iedere deelverzameling A � V met oneindig veel elementen bestaat een punt x 2 V zo
dat voor iedere ı > 0 de verzameling B.xI ı/ \ A oneindig veel elementen heeft.

Hint voor ‘(a) ) (b)’: kies een geschikte rij .an/ in A:
Hint voor ‘(b) ) (a)’: beschouw een rij .an/ in V en onderscheidt de gevallen dat de verzameling
fan j n 2 Ng eindig of oneindig veel elementen bevat.

Opgave 4.5 Gegeven is een continue afbeelding f W Rp ! Rq met de eigenschap dat het volledig
origineel f �1.A/ van ieder gesloten en begrensd deel A � Rq gesloten en begrensd is in Rp:

(a) Laat .xk/k�1 en rij in Rp zijn zo dat de rij .f .xk//k�1 convergent is met limiet b 2 Rq : Toon
aan dat .xk/k�1 een convergente deelrij heeft. Zij a de limiet van die convergente deelrij. Toon
aan dat f .a/ D b:

(b) Gegeven is een gesloten deel V � Rp: Toon aan dat f .V / een gesloten deel van Rq is.

(c) Bedenk zelf een uitbreiding van het bovenstaande naar een zo algemeen mogelijke context.

Opgave 4.6 Gegeven is een niet-lege verzameling V � Rp en een punt a 2 Rp: Voor x; y 2 Rp

noteren we d.x; y/ D kx � yk (de Euclidische metriek op Rp).

(a) Toon aan dat
inffd.a; x/ j x 2 V g

bestaat. Dit getal noemen we de afstand van a tot V en noteren we met d.a; V /:

(b) Toon aan dat a een limietpunt is van V dan en slechts dan als d.a; V / D 0:

Neem nu aan dat de verzameling V gesloten is.

(c) Toon aan dat a 2 V ” d.a; V / D 0:

(d) Toon aan dat er een b 2 V bestaat zo dat d.a; V / D d.a; b/: Hint: beschouw de verzameling
V \ B.aIR/ voor een geschikt gekozen R > 0:
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Opgave 4.7 We beschouwen de verzameling V van begrensde functies f W R ! R: Met de punts-
gewijze optelling en scalarvermenigvuldiging is V een reële lineaire ruimte.

(a) Toon aan dat voor iedere f 2 V het getal

kf k WD supfjf .x/j j x 2 Rg

bestaat.

(b) Toon aan dat k � k een norm op V is.

Zij B de verzameling f 2 V met kf k � 1: Ga na dat B een gesloten en begrensd deel van V is.

(c) Voor n 2 N definiëren we de functie fn W R ! R door fn D 1 op Œ2n; 2nC 1� en door fn D 0

op Rn Œ2n; 2nC1�: Toon aan dat de rij .fn/n�1 tot B behoort en geen convergente deelrij heeft.

(d) Toon aan dat B niet rij-compact is.

Opgave 4.8 Gegeven is een metrische ruimte .V; d/ en een rij-compacte deelverzameling D � V:

(a) Toon aan dat iedere gesloten deelverzameling van D weer rij-compact is.

(b) Gegeven is een collectie gesloten niet-lege deelverzamelingen An � V; voor n 2 N; met de
eigenschap dat A0 D D en An � AnC1 voor alle n � 0: Toon aan dat de doorsnede

A WD \n2NAn

niet-leeg en rij-compact is. Hint: beschouw een rij .an/n2N met an 2 An voor elke n 2 N:
(c) Geef een voorbeeld van een rij An van niet-lege gesloten delen van R met An � AnC1 voor

elke n; zo dat \n2NAn D ;:

(d) Geef een voorbeeld van een rij An van niet-lege begrensde delen van R met An � AnC1 voor
elke n; zo dat \n2NAn D ;:

Opgave 4.9 De functie f W R2 ! R is gedefinieerd door f .x; y/ D .1 � x2/.1 � y2/:

(a) Bereken alle stationaire punten van f:

(b) Onderzoek in alle stationaire punten of f een lokaal maximum, een lokaal minimum of geen
van beide heeft. Aanmwijzing: teken het nulvniveau van f en gebruik de maximum-minimum
stelleing.

Opgave 4.10 De functie f W R2 ! R is gedefinieerd door f .x; y/ D xy.x C y � 1/:

(a) Bewijs dat f vier stationaire punten heeft.

(b) Bewijs dat f in precies één van deze punten een extremum heeft. Aanwijzing: teken het nulni-
veau en gebruik de maximum-minimum stelling.
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Opgave 4.11 De functie f W Rn ! R (met n � 2) is gedefinieerd door f .x/ D hx; xi2 � ha; xi2,
waarin a een vaste vector in Rn n f0g is.

(a) Bewijs dat
f �1. � � 1; 0 Œ / � B.0I kak/:

(b) Bewijs dat .gradf /.x/ D 4hx; xix � 2ha; xia.

(c) Bewijs dat f twee lokale minima heeft en bereken deze. Aanwijzing: gebruik de maximum-
minimum stelling op NB.0I kak/ WD fx 2 Rn j kxk � kakg en merk op dat f .�x/ D f .x/:

(d) Geef met behulp van een tekening voor het geval n D 2 de tekenverdeling van de functie f .

Opgave 4.12 Beschouw de veeltermfunctie

f .x; y/ D
1

3
x3

� x C xy2

van twee variabelen. Bereken de partiële afgeleiden @f=@x en @f=@y; en bepaal de kritieke punten.
Onderzoek of f jVC

zijn maximum en/of minimum aanneemt op het rechter halfvlak

VC D f.x; y/ j x � 0g;

en tevens of f jV � dat doet op het linker halfvlak

V� D f.x; y/ j x � 0g:

Is dit zo, bepaal dan ook het maximum, resp. minimum. Beantwoord tenslotte dezelfde vragen met
f .x; y/ vervangen door g.x; y/ D

1
3
x3 � x � xy2:

Opgave 4.13 Bepaal van elk van de volgende functies of hij wel of niet uniform continu is. Bewijs
de juistheid van uw bewering.

(a) x ‘ x3 op R
(b) x ‘ x3 op Œ0; 1�:

(c) x ‘
p
x op Œ1;1 Œ :

(d) x ‘
p
x op Œ0;1 Œ :

Opgave 4.14 In deze opgave beschouwen we functies op Rp; p � 1:

(a) Toon aan dat de functie f W x ‘ kxk; Rp ! R uniform continu is.

(b) Toon aan dat de functie g W x ‘ kxk2; Rp ! R niet uniform continu is.

(c) Toon aan dat de functie h W x ‘
p

kxk; Rp ! R uniform continu is.

Opgave 4.15 De functies f; g W R ! R zijn uniform continu op R:
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(a) Bewijs: de functie f C g is uniform continu op R:
(b) Bewijs: de samenstelling g ı f is uniform continu op R:
(c) Geef een voorbeeld waaruit blijkt dat de produktfunctie fg niet noodzakelijk uniform continu

is op R:
(d) Veronderstel nu dat bovendien gegeven is dat f; g begrensd zijn op R: Bewijs dat fg uniform

continu is op R:

Opgave 4.16 Gegeven is een continue functie f W Œ0;1 Œ! R met limx!1 f .x/ D a; a 2 R:

Zij � > 0:

(a) Toon aan dat er een R � 0 bestaat zo dat

x; y > R ) jf .x/ � f .y/j < �:

(b) Toon aan dat er een ı > 0 bestaat zo dat voor alle x; y 2 Œ0; RC 1� geldt

jx � yj < ı ) jf .x/ � f .y/j < �:

(c) Toon aan dat de functie f uniform continu is op het interval Œ0;1 Œ :

Opgave 4.17 We beschouwen een functie g W Q ! R met de eigenschap dat

jg.x/ � g.y/j � jx � yj; .x; y 2 Q/:

(a) Zij .an/ � Q een Cauchy-rij. Toon aan dat .g.an//n2N een Cauchy-rij is in R:
(b) Zij x 2 R en laten .an/n2N en .bn/n2N rijen rationale getallen zijn met lim an D lim bn D x:

Toon aan dat de rijen .g.an//n2N en .g.bn//n2N convergeren met dezelfde limiet. Aangezien
die limiet niet afhankelijk is van de gekozen rij, noteren we hem in het vervolg met f .x/:

(c) Bewijs dat f D g op Q:
(d) Toon aan dat jf .x/ � f .y/j � jx � yj voor alle x; y 2 R:
(e) Toon aan dat f continu is.

Opgave 4.18 We beschouwen een rij .Bn/n2N van gesloten en begrensde deelverzamelingen Bn �

Rp; met de eigenschap dat Bn � BnC1 ) ; voor alle n 2 N (de rij is dus monotoon dalend). Voor
iedere n 2 N kiezen we een element an 2 Bn:

(a) Toon aan dat de rij .an/ een convergente deelrij heeft. Noem de limiet van die deelrij x:

(b) Toon aan dat x 2 \n2NBn:

(c) Toon aan dat het volledigheidsaxioma voor R gelijkwaardig is met de stelling van Bolzano-
Weierstrass voor Rn:
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Opgave 4.19 Laten a; b 2 R reële getallen zijn met a < b:We beschouwen een rij continue functies
fn W Œa; b� ! R met de eigenschap dat fn � fnC1 voor alle n 2 N: Voorts veronderstellen we dat er
een continue functie f W Œa; b� ! R bestaat zo dat voor elke x 2 Œa; b� geldt limn!1 fn.x/ D f .x/:

(a) Toon aan dat voor alle n 2 N geldt fn � f op Œa; b�:

(b) Voor iedere n 2 N en � > 0 definiëren we de verzameling An;� D fx 2 Œa; b� j fn.x/ �

f .x/ � �g: Toon aan dat deze verzameling gesloten en begrensd is.

(c) Zij � > 0: Toon aan: \n�0An;� D ;:

(d) Zij � > 0: Toon aan: An;� � AnC1;� voor elke n 2 N:
(e) Zij � > 0: Toon aan: er bestaat een N 2 N zo dat AN;� D ;: Hint: gebruik Opgave 4.18.

(f) Toon aan dat er voor alle � > 0 een N 2 N bestaat zo dat

n � N ) f � � < fn � f op Œa; b�:

Opgave 4.20 We beschouwen een rij .an/n2N in een metrische ruimte .V; d/: Onder een limietpunt
van de rij verstaan we een getal a 2 N met de eigenschap dat voor iedere � > 0 en N 2 N een
n � N bestaat zo dat an 2 B.aI �/: Toon aan dat de volgende beweringen gelijkwaardig zijn, voor
elke a 2 V:

(a) Er bestaat een deelrij .ank
/k2N van .an/n2N met limk!1 ank

D a:

(b) Het punt a is een limietpunt van .an/n2N:

Opgave 4.21 Gegeven is een begrensde rij .an/n2N in R:We definiëren een nieuwe rij .bn/n2N door

bn WD supfan; anC1; : : :g D supfak j k � ng:

(a) Bespreek waarom dit een correcte definitie is.

(b) Toon aan dat de rij .bn/ monotoon dalend is.

(c) Toon aan dat de rij .bn/ convergent is.

De limiet van de rij .bn/ wordt ook wel genoteerd met

lim sup
n!1

an WD lim
n!1

bn D lim
n!1

supfak j k � ng:

In het vervolg schrijven we � WD lim supn!1 an:

(d) Zij � > 0: Toon aan dat er voor elke N 2 N een n � N bestaat zo dat bn � � < � � bn: Toon
aan dat hierbij een k � n bestaat zo dat bn � � < ak � bn:

(e) Toon aan dat � een limietpunt is van de rij .an/:

(f) Zij � een limietpunt van de rij .an/: Zij � > 0: Toon aan dat er een N 2 N bestaat zo dat
bN < � C

1
2
�: Toon aan dat hierbij een k � N bestaat zo dat � < ak C

1
2
�: Toon aan dat

� � �C �: Bewijs dat � � �:

Zij L de verzameling limietpunten van de rij .an/:

(g) Toon aan dat lim supn!1 an D maxL:
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(h) Definieer en bespreek een vergelijkbare limiet lim inf
n!1

an: Merk in het bijzonder op dat
lim infn!1 an D minL:

Opgave 4.22 We beschouwen een rij .an/n2N in een metrische ruimte .V; d/: Zij L de verzameling
limietpunten van de rij .an/:

(a) Zij � 2 NL: Toon aan dat er bij elke � > 0 en elkeN 2 N een n � N bestaat zo dat d.�; an/ < �:

Hint: beschouw eerst B.�I
1
2
�/ \ L:

(b) Toon aan dat L gesloten is.

Opgave 4.23 We beschouwen de functie f W R2 � R gedefinieerd door

f .x; y/ WD sin.x/ � cos.y/:

(a) Bereken alle stationaire punten van f op R2.

(b) Bepaal de nulniveauverzameling van f . Hint: schets een plaatje.

(c) Geef de relatieve maxima van f en bewijs dat je ook echt alle relatieve maxima hebt gevonden.

(d) Laat zien dat elk relatief minimum van f een absoluut minimum is.

Opgave 4.24 Zij D een rij-compacte metrische ruimte.

(a) Laat zien dat er voor elke " > 0 eindig veel punten x1; : : : ; xn 2 D zijn met

D �

n[
kD1

B.xkI "/:

Een metrische ruimte met de in (a) geformuleerde eigenschap noemt men pre-compact (in het Engels
ook totally bounded, een sterke vorm van begrensdheid).

(b) Toon aan dat (omgekeerd) elke metrische ruimte die volledig en pre-compact is ook rij-compact
is.

(c) Concludeer dat in een volledige metrische ruimte V een deelverzameling A � V rij-compact is
dan en slechts dan als A gesloten en pre-compact is.

Opgave 4.25 De functie f W Œ0; 1� � R wordt gedefinieerd door

f .x/ D

� 1
q

voor x D
p
q
; p en q zonder gemeenschappelijke delers

0 voor x … Q:

(a) Ga na dat f in geen enkel punt van Q \ Œ0; 1� continu is.

(b) Bepaal de verzameling D van punten waarin f wel continu is.

(c) Is de restrictie fjD W D � R ook uniform continu?
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(d) Leg uit waarom je .c/ onafhankelijk van het antwoord nooit zou kunnen gebruiken om (b) op
te lossen.

Opgave 4.26 Zij .V; d/ een metrische ruimte. Zij .an/n2N een rij in V . Zij a 2 V .

(a) Stel dat de uitspraak
lim

n!1
an D a

niet waar is. Toon aan dat " > 0 bestaat zó dat

d.an; a/ � "

voor oneindig veel indices n.

(b) Zij nu D een rij-compacte deelverzameling van V en veronderstel dat a 2 D en ook an 2 D

voor alle n 2 N. Stel dat de rij .an/n2N de eigenschap heeft dat iedere convergente deelrij limiet
a heeft. Bewijs dat

lim
n!1

an D a:

(c) Definieer een rij .an/n2N in R zó dat iedere convergente deelrij limiet 1 heeft, terwijl de rij
.an/n2N niet convergeert.

Opgave 4.27 Zij S een deelverzameling van het open interval �0; 1Œ bestaande uit n elementen en
laat SN de verzameling van oneindig lange rijtjes in S zijn. We definiëren d W S � S � Œ0;1Œ zo-
danig dat als twee rijtjes .ak/k2N en .bk/k2N overeenkomen op de eerste m elementen en verschillen
op het mC 1-ste element, dan is

d..ak/k; .bk/k/ D a0 � � � am : (4.1)

Uiteraard definieren we dat d.x; x/ D 0 voor iedere x 2 SN.

a. Bewijs dat zelfs geldt dat d.x; z/ � maxfd.x; y/; d.y; z/g en leidt hieruit af dat d een metriek is.

b. Overtuig jezelf ervan dat iedere driehoek in deze metrische ruimte gelijkbenig is.

c. Bewijs dat SN volledig is met deze metriek.

Opgave 4.28 Zij f W Q � Rp uniform continu, in deze opgave zoeken we een continue ‘voortzet-
ting’ g W R � Rp met g.x/ D f .x/ voor alle x 2 Q.

.i/ Laat zien dat er hooguit één voortzetting g kan bestaan.

.i i/ Zij .xn/n een rijtje in Q dat in R convergeert, toon aan dat .f .xn//n een covergente rij in Rp

is.

.i i i/ Construeer de gezochte functie g en ga na dat g uniform continu is.
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.iv/ Geef een voorbeeld van een continue functie h W Q � Rp die geen op heel R gedefinieerde
continue voortzetting heeft.

Opgave 4.29 Definieer f W R2 � R door

f .x; y/ D y.1 � x2
� y2/:

(a) Bepaal alle stationaire punten van f (terzijde: men spreekt ook vaak over ”kritieke punten”).

(b) Zij
D WD f.x; y/ j x2

C y2
� 1g:

Neemt f op D een maximum en een minimum aan? Zo ja, in welke punten?

(c) Wat is het beeld van D onder f ?

(d) We bekijken nu weer f als gedefinieerd op R2. Een zadelpunt is een stationair punt dat noch
een lokaal maximum noch een lokaal minimum is. Heeft f zadelpunten? Zo ja, waar?

Opgave 4.30 Zij V de verzameling van alle begrensde functies f W R � R, d.w.z. ff .x/ j x 2 Rg

is naar onderen en boven begrensd, en definieer

k::k W V � R
f ‘ kf k WD supfjf .x/j j x 2 Rg

:

Omdat de (puntsgewijze) som van begrensde functies begrensd is en een veelvoud van een begrensde
functie begrensd is, is V een vectorruimte (lineaire ruimte) met in de oorsprong de nul-functie 0.x/ �

0.

.i/ Ga na dat k::k een norm op V is. Hint: bewijs eerst dat

bovf�a j a 2 A g D f �b j b 2 bovA g

voor alle A � R en � > 0 (je mag dit ook dan gebruiken als je het niet kunt bewijzen).

.i i/ Concludeer dat d.f; g/ WD kf � gk een metriek op V definieert en beschrijf wanneer een
functie f 2 V een element van de "–bol B.0I "/ rond de nul-functie is.

.i i i/ Zij fk.x/ D
1
k

sin.kx/ voor k 2 N� D f1; 2; 3; : : :g. Bewijs dat limk!1 fk D 0 ten opzichte
van de metriek d .

.iv/ Is het rijtje .f 0
k
/k van afgeleiden van de fk eveneens convergent ten opzichte van de metriek d ?

Opgave 4.31 Zij f W Rn
�! Rm. Toon aan dat de limiet limx!a f .x/ dan en slechts dan bestaat,

als er voor elke " > 0 een ı > 0 is met de eigenschap, dat voor alle x; y 2 Dom.f / de implicatie

d.x; a/ < ı ^ d.y; a/ < ı � d.f .x/; f .y// < "

geldt.
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Opgave 4.32 Gegeven is een afbeelding f W R2 � R2 met de eigenschap dat

2 kf .x; y/ � f .x0; y0/k2
D .x � x0/2 C .y � y0/2 voor alle .x; y/; .x0; y0/ 2 R2:

(a) Laat zien dat f continu is.

Definieer het rijtje ..xn; yn/n2N/ inductief door

.x0; y0/ D .0; 0/ en .xnC1; ynC1/ D f .xn; yn/

(b) Ga na dat ..xn; yn//n2N een Cauchy-rij is. Hint: bereken eerst de afstand tussen .xn; yn/ en
.xnC1; ynC1/ in termen van kf .0; 0/k.

(c) Concludeer dat de limieten � D limn!1 xn en � D limn!1 yn bestaan en bewijs dat f .�; �/ D

.�; �/.

Opgave 4.33 Zij a < b en laat f W Œa; b� ! R een continue functie zijn. Neem drie willekeurige
punten xk 2 Œa; b�; k D 1; 2; 3. Laat zien dat er een punt � 2 Œa; b� bestaat zo dat

f .�/ D
f .x1/C f .x2/C f .x3/

3
:

Hint: Definieer een functie g W K ! R waarin K D Œa; b� � Œa; b� � Œa; b� door de formule

g.x1; x2; x3/ D
f .x1/C f .x2/C f .x3/

3

en bewijs dat g.K/ D Œc; d � waarin c D min
Œa;b�

f en d D max
Œa;b�

f .
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5 Inversen van functies van een variabele

Opgave 5.1 We beschouwen de functie f W Œ0;1Œ! R gedefinieerd door f .x/ D x6 C 4x4 C x2:

Bewijs dat f een inverse g heeft. Wat zijn het definitiegebied en het beeld van deze inverse? Laat
zien dat de inverse differentieerbaar is in 6 en bepaal g0.6/:

Opgave 5.2 Gegeven zijn een monotoon dalende functie f W R ! R en een punt a 2 R: Gegeven is
voorts dat voor elke � > 0 getallen p < a en q > a bestaan zo dat f .p/ � f .q/ < �: Bewijs dat de
functie f continu is in a:

Opgave 5.3 In het vervolg mag u de bekende eigenschappen van de functie x ‘ sin x gebruiken.
Voorts mag u gebruiken dat de beperking f van de functie tot het interval I WD � �

�
2
; �

2
Œ monotoon

strikt stijgend is.

(a) Bepaal het beeld J van de functie f: Motiveer uw antwoord.

(b) Zij g W J ! I de inverse van de functie f: Laat zien dat de functie g differentieerbaar is, en
bepaal een formule voor g0.y/; y 2 J:

Opgave 5.4 In het vervolg mag u de bekende eigenschappen van de functie x ‘ ex gebruiken.
Voorts mag u gebruiken dat de functie f D sinh W R ! R; x ‘ .ex � e�x/=2 monotoon strikt
stijgend is.

(a) Toon aan dat f een inverse g W R ! R heeft.

(b) Toon aan dat de inverse gegeven wordt door

g.y/ D log.y C

q
1C y2/; .y 2 R/:

(c) Toon aan dat g differentieerbaar is en bepaal een formule voor de afgeleide van g; zonder
gebruik te maken van de in (b) gevonden formule. Aanwijzing: laat eerst zien dat f 0.x/2 �

f .x/2 D 1:

(d) Controleer het in (c) gevonden antwoord door differentiëren van de in (b) gevonden formule.

Opgave 5.5 Gegeven zijn metrische ruimten V;W; een rij-compacte verzameling A � V en een
continue afbeelding f W A ! W: Zoals we weten is het beeld B D f .A/ weer rij-compact. We
veronderstellen voorts dat f injectief is. Derhalve heeft f een inverse g W B ! A: Doel van deze
opgave is aan te tonen dat g continu is. We redeneren uit het ongerijmde en veronderstellen dat g niet
continu is.

(a) Toon aan dat er een punt b 2 B bestaat waarvoor niet geldt dat limy!b g.y/ D g.b/:

(b) Toon aan dat er een een constante � > 0 bestaat en een rij .bn/n2N in B met limn!1 bn D b

en dV .g.bn/; g.b// > � voor alle n 2 N:
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(c) Schrijf an WD g.bn/: Laat zien dat de rij .an/n2N een convergente deelrij .anj
/j 2N heeft. Noem

de limiet van die deelrij a: Toon aan dat f .a/ D b:

(d) Voltooi het bewijs.

Opgave 5.6 Doel van deze opgave is het bewijs van Lemma 5.4 uit het diktaat op een andere manier
te bekijken. We beschouwen een interval I � R en een continue functie f W I ! R:We beschouwen
de deelverzameling V D I � I van R2 en de functie F W V ! R gedefinieerd door F.x; y/ D

f .x/ � f .y/:

(a) Toon aan dat de functie F continu is.

Zij V C WD f.x; y/ 2 V j y > xg:

(b) Toon aan dat f injectief is dan en slechts dan als F geen nulpunten heeft op V C:

(c) Bewijs dat de functie f strikt monotoon is dan en slechts dan als F een vast teken heeft op V C;

dwz overal strikt positief of overal strikt negatief is.

(d) Veronderstel dat a; b 2 V C: Toon aan dat voor alle t 2 Œ0; 1� geldt c.t/ WD .1� t /aC tb 2 V C:

(e) We veronderstellen nu dat f bovendien injectief is. Laat a; b 2 V C: Toon aan dat F.a/ >
0 ” F.b/ > 0: Hint: bekijk F.c.t//: Bewijs dat de functie f monotoon strikt stijgend is
of monotoon strikt dalend.

Opgave 5.7 Zij f W R �! R een strikt monotone functie.

(a) Laat zien dat f inverteerbaar is.

(b) Wat kun je over f .Dom.f // zeggen? Beschrijf i.h.b. het geval dat Dom.f / � R een interval
is.

(c) Toon aan dat f �1 W R �! R continu is indien Dom.f / � R een interval is en geef een
tegenvoorbeeld waaruit blijkt dat dit niet waar hoeft te zijn indien Dom.f / onsamenhangend
is. Hint: herlees de preciese definitie van continuı̈teit.

Doel van de volgende twee opgaven is een ander bewijs te geven van Stelling 5.6 uit het dictaat.

Opgave 5.8 Gegeven is een interval I � R en een rij .an/n�0 in I die convergent is met een in I
gelegen limiet a:

(a) Toon aan: als a geen bovengrens is van de verzameling A WD fan j n � 0g; dan heeft A een
maximaal element.

(b) Toon aan: als A geen maximaal element heeft, dan is a D supfanjn � 0g:

(c) Toon aan: supfan j n � 0g en inffan j n � 0g bestaan en behoren tot I:

(d) Toon aan dat er een segment (gesloten en begrensd interval) I0 � R bestaat met I0 � I en
an 2 I0 voor alle n � 0:
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Opgave 5.9 We beschouwen een open interval I � R en een continue monotoon strikt stijgende
functie f W I ! R: Zoals bekend is J WD f .I / een interval. De functie f is een bijectie van I op J:
De inverse noteren we met g W J ! I: Gegeven is een deelverzameling A � I die gesloten is in I;
d.w.z., ieder in I gelegen limietpunt van A behoort tot A:

(a) Zij b een in J gelegen limietpunt van f .A/: Toon aan dat er een rij .an/ in A bestaat met
limn!1 f .an/ D b:

(b) Toon aan dat er p; q 2 I bestaan met p � q en met an 2 Œp; q� voor alle n 2 N: Hint: gebruik
de voorgaande opgave.

(c) Toon aan dat de rij .an/ een convergente deelrij .ank
/ heeft met een in Œp; q� gelegen limiet a:

Toon aan dat f .a/ D b:

(d) Toon aan dat f .A/ gesloten is in J:

(e) Toon aan dat g W J ! I continu is. Hint: gebruik een karakterisering van continuı̈teit d.m.v.
volledige originelen.
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6 Middelwaardestellingen

Opgave 6.1 Zij I � R een interval en f W I ! R een differentieerbare functie.

(a) Stel dat f twee verschillende nulpunten a en b in I heeft, d.w.z., f .a/ D f .b/ D 0: Bewijs
dat de afgeleide f 0 een nulpunt heeft dat tussen a en b ligt.

(b) Veronderstel nu dat f in I n verschillende nulpunten heeft, (n � 2). Bewijs dat f 0 minstens
n � 1 verschillende nulpunten in I heeft.

(c) Bewijs dat de vergelijking tan x D x oneindig veel oplossingen x 2�0;1Œ heeft. Hint: Pas (b)
toe op de functie f .x/ D sin x=x:

Opgave 6.2

(a) Laat f W R ! R een veeltermfunctie van de graad n � 1 zijn, en veronderstel dat x1 2 R
een nulpunt van f is. Toon aan dat er een unieke continue functie q W R ! R bestaat zo dat
f .x/ D q.x/.x � x1/ voor alle x 2 R: Toon aan dat q een veeltermfunctie van de graad n � 1

is.

(b) Toon aan dat een veeltermfunctie f W R ! R van de graad n ten hoogste n verschillende reële
nulpunten heeft.

We definiëren de functies fn W R ! R voor n 2 N met inductie als volgt. De functie f0 is constant 1;
en voor elke n 2 N;

fnC1.x/ D
d

dx
..x2

� 1/fn.x//:

(c) Bereken fn.x/ voor n D 1; 2; 3; 4:

(d) Bewijs dat fn een veeltermfunctie van de graad n is, voor elke n 2 N:
(e) Bewijs, voor elke n 2 N; dat fn precies n nulpunten heeft, die alle in het open interval � �1; 1 Œ

gelegen zijn.

Opgave 6.3 Laat n 2 N; n � 2; en laten p; q 2 R willekeurig zijn. We beschouwen de veelterm-
functie f W R ! R gedefinieerd door f .x/ D xn C px C q:

(a) Veronderstel dat n oneven is. Bewijs dat f minstens één en maximaal drie nulpunten in R heeft.

(b) Veronderstel nu dat n even is. Bewijs dat f maximaal twee nulpunten in R heeft.

Opgave 6.4 Zij I � R een interval en a 2 I: Gegeven is een continue functie f W I ! R: Veronder-
stel dat f differentieerbaar is op I n fag en dat limx!a f

0.x/ bestaat. Bewijs dat f differentieerbaar
is op I en dat f 0 continu is in a:

Opgave 6.5 Gegeven zijn een differentieerbare functie f W R ! R en een constante c > 0 met de
eigenschap dat f 0.x/ � c voor alle x 2 R:
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(a) Toon aan dat voor alle x � 0 geldt:

f .x/ � f .0/C cx:

(b) Toon aan dat voor alle x � 0 geldt:

f .x/ � f .0/C cx:

(c) Toon aan dat f een bijectie is van R op R:

De inverse van f noemen we g:

(d) Toon aan dat g differentieerbaar is en dat voor alle y 2 R geldt:

0 < g0.y/ �
1

c
:

Opgave 6.6 Stelling van Darboux. Uit eerder behandelde voorbeelden weet u dat een afgeleide
functie niet noodzakelijkerwijs continu hoeft te zijn. Zie ook Opgave 1.19. Toch is een afgeleide
altijd doorlopend, zoals u in deze opgave zult bewijzen.

Gegeven is een differentieerbare functie g W Œa; b� ! R met g0.a/ < 0 en g0.b/ > 0:

(a) Zij r 2 R zo dat g0.a/ < r < 0: Toon aan dat er een ı > 0 bestaat zo dat voor alle x 2 � a; aCı Œ

geldt:
g.x/ < g.a/C r.x � a/:

Hint: gebruik de definitie van g0.a/:

(b) Toon aan dat er een ı > 0 bestaat zo dat voor alle x 2 � a; aC ı Œ geldt: g.x/ < g.a/:

(c) Toon aan dat er een ı > 0 bestaat zo dat voor alle x 2 � b � ı; b Œ geldt: g.x/ < g.b/:

(d) Toon aan dat er een c 2 � a; b Œ bestaat waarin g zijn minimum op Œa; b� aanneemt.

(e) Toon aan dat er een c 2 � a; b Œ bestaat zo dat g0.c/ D 0:

(f) Gegeven is nu een differentieerbare functie f W Œa; b� ! R met f 0.a/ < f 0.b/: Toon aan dat
voor iedere p 2 R met f 0.a/ < p < f 0.b/ een c 2 � a; b Œ bestaat zo dat f 0.c/ D p: Hint:
beschouw de functie g.x/ D f .x/ � px:

Opgave 6.7 Zij M > 0:

(a) Gegeven is een differentieerbare functie f W R ! R met de eigenschap dat jf 0.x/j � M voor
alle x 2 R: Bewijs dat voor alle x; y 2 R geldt:

jf .y/ � f .x/j � M jy � xj:
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(b) Gegeven is nu een differentieerbare functie ' W Rp ! R met de eigenschap dat k grad'.x/k �

M voor alle x 2 Rp: Bewijs dat voor alle x; y 2 Rp geldt:

j'.y/ � '.x/j � Mky � xk:

Hint: beschouw de functie g W t ‘ '.x C t .y � x// en pas een uit de infinitesimaalrekening
bekende kettingregel toe.

(c) Toon aan dat ' uniform continu is op Rp:

Opgave 6.8 Bepaal de volgende limieten:

(a) limx!0
log.xC1/

x

(b) limx!0
ex�1�x� 1

2
x2

x3

(c) limx!0
exCe�x�2

x2

(d) limx!0
cos x�ex

x

(e) limx!0

p
xC1�1� 1

2
x

x2

(f) limx!0
x2 sin. 1

x
/

sin x

(g) limx!0

3
p

1Cx�1C 1
3

x

x2

(h) limx!0
sin.x2/

.sin x/2

(i) limx!0
cos x�1Cx2=2

x4

Opgave 6.9 Zij f W R �! R continu differentieerbaar en a 2 Dom.f / met f 0.a/ ¤ 0. Laat zien
dat er intervallen I; J � R en een differentieerbare functie g W J � I bestaan met g.f .x// D x

voor alle x 2 I en f .g.y// D y voor alle y 2 J .

Opgave 6.10 Zij f W Rp
�! R partieel differentieerbaar en de gradient continu in a 2 Dom.f / met

gradf .a/ ¤ 0. Ga na dat er een kromme c W I � Rp bestaat met f .c.t// D t voor alle t 2 I .

Opgave 6.11 In het vervolg noteren we, voor p; q 2 R;

Œp; q� D fp C t.q � p/ j 0 � t � 1g:

Hiermee wordt de interval notatie niet alleen zinvol voor p � q; maar ook voor q < p: Ga na dat
Œp; q� D fx 2 R j p � x � qg als p � q en dat Œp; q� D fx 2 R j q � x � pg als p � q:

We beschouwen een partieel differentieerbare functie f W R2 ! R: De partiële afgeleiden naar
de eerste en de tweede variabele noteren we met D1f respectievelijk D2f: Zij a 2 R2:
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(a) Toon aan dat voor iedere x 2 R2 een reëel getal ˛1.x/ 2 Œa1; x1� bestaat zo dat

f .x1; x2/ � f .a1; x2/ D D1f .˛1.x/; x2/ .x1 � a1/:

(b) Toon aan dat voor iedere x 2 R2 een reëel getal ˇ2.x/ 2 Œa2; x2� bestaat zo dat

f .a1; x2/ � f .a1; a2/ D D2f .a1; ˇ2.x// .x2 � a2/:

(c) We schrijven ˛.x/ D .˛1.x/; x2/ en ˇ.x/ D .a1; ˇ2.x//: Bewijs dat limx!a ˛.x/ D a en dat
limx!a ˇ.x/ D a:

(d) Gegeven is nu een functie c W R ! R2 met c.0/ D a: Toon aan dat voor iedere t 2 R geldt

f .c.t// � f .c.0// D D1f .˛.c.t/// .c1.t/ � a1/CD2f .ˇ.c.t/// .c2.t/ � a2/:

(d) Veronderstel nu dat c differentieerbaar is in 0 en datD1f enD2f continu zijn in a: Bewijs dat

.f ı c/0.0/ D D1f .a/ c
0
1.0/CD2f .a/ c

0
2.0/:

Breng het bovenstaande in verband met de in het college Infinitesimaalrekening behandelde ketting-
regel.

Opgave 6.12 (Variant van de regel van de l’Hôpital) In deze opgave zullen we het volgende
aantonen. Laten f; g W �M;1 Œ! R differentieerbaar zijn en veronderstel dat g0.x/ ¤ 0 voor x > M
en dat

lim
x!1

f .x/ D lim
x!1

g.x/ D 1:

Dan geldt:

.�/ lim
x!1

f 0.x/

g0.x/
D y 2 R ) lim

x!1

f .x/

g.x/
D y:

We gaan bewijzen dat (*) waar is. Veronderstel dat

lim
x!1

f 0.x/

g0.x/
D y

en dat een willekeurige � > 0 gegeven is.

(a) Bewijs dat er een reëel getal x1 > M bestaat zo dat g.x1/ > 0 en zo dat voor alle x > x1 geldt:

g.x/ > 0I g.x/ � g.x1/ ¤ 0I

ˇ̌̌̌
f 0.x/

g0.x/
� y

ˇ̌̌̌
<
�

2
:

(b) Toon aan dat we voor elke x > x1 kunnen schrijven

f .x/

g.x/
� y D

f .x1/ � yg.x1/

g.x/
C

�
1 �

g.x1/

g.x/

� �
f .x/ � f .x1/

g.x/ � g.x1/
� y

�
:
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(c) Laat zien dat er een x2 > x1 bestaat zo dat voor alle x > x2 geldtˇ̌̌̌
f .x1/ � yg.x1/

g.x/

ˇ̌̌̌
<
�

2
;

ˇ̌̌̌
1 �

g.x1/

g.x/

ˇ̌̌̌
� 1:

(d) Toon aan dat voor alle x > x2 geldt
ˇ̌̌

f .x/
g.x/

� y
ˇ̌̌
< �: Waarom is (*) nu bewezen?

(e) Toepassing: bepaal de volgende limieten:

lim
x!1

log.�
2

� arctan x/
log x

; lim
x!1

x C sin x
x

:

Opgave 6.13 Zij f W Œa; b� ! R differentieerbaar en f 0.x/ � 0 voor alle x 2 Œa; b�: Doel van deze
opgave is nogmaals te bewijzen dat f monotoon dalend is op Œa; b�; ditmaal direkt uit de definitie van
afgeleide, dus zonder de middelwaardestelling te gebruiken. Zij � > 0:

(a) Toon aan dat voor iedere � 2 Œa; b Œ een ı > 0 bestaat zo dat voor alle x 2 Œ�; � C ı Œ geldt:

f .x/ � f .�/C �.x � �/:

Zij V de verzameling van punten c 2 Œa; b� zo dat voor alle x 2 Œa; c� de volgende schatting geldt:

f .x/ � f .a/C �.x � a/ .�/

(b) Toon aan dat s WD supV bestaat.

(c) Toon aan dat voor alle x 2 Œa; s Œ de schatting (*) geldt.

(d) Toon aan dat s 2 V:

(e) Toon aan dat s D b:

(f) Toon aan dat f .x/ � f .a/ voor alle x 2 Œa; b�:

(g) Toon aan dat f monotoon dalend is op Œa; b�:

(h) Veronderstel nu dat f 0.x/ D 0 voor alle x 2 Œa; b�: Toon aan dat f constant is op Œa; b�:

Opgave 6.14

(a) Toon aan dat voor iedere x 2 Œ0;1 Œ geldtˇ̌̌̌
p
1C x � .1C

x

2
�
x2

8
/

ˇ̌̌̌
�
1

16
x3:

(b) Bepaal p; q 2 N zo dat ˇ̌̌̌
p
101 �

p

q

ˇ̌̌̌
�

1

1 600 000
:

Opgave 6.15 We beschouwen de functie f W � � 1;1 Œ! R gedefinieerd door f .x/ D log.1C x/:
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(a) Bepaal een formule voor de n-de afgeleide f .n/ van f; voor n 2 N:
(b) Bepaal het n-de orde Taylor polynoom pn van f rond het punt 0:

(c) Toon aan dat voor elke x 2 Œ0; 1� geldt:

jf .x/ � pn.x/j �
1

nC 1
:

(d) Toon aan dat voor elke x 2 Œ0; 1� geldt f .x/ D limn!1 pn.x/:

(e) Toon aan dat log 2 D 1 �
1
2

C
1
3

�
1
4

C � � � :

Met behulp van de restterm van Lagrange is (d) niet aan te tonen voor alle x 2 � � 1; 0 Œ : Toch geldt
(d) voor dergelijke x; zoals uit de volgende onderdelen zal blijken. In het vervolg veronderstellen we
steeds dat �1 < x < 0 en dat n 2 N:

(f) Toon aan dat er een c 2 � x; 0 Œ bestaat zo dat

f .x/ � pn.x/ D Œ
1

1C c
� p0

n.c/� x:

(g) Toon aan dat

jf .x/ � pn.x/j �
jxjnC1

1C x
:

(h) Toon aan dat voor alle x 2 � � 1; 0 Œ geldt f .x/ D limn!1 pn.x/:

Opgave 6.16 In deze opgave is voor alle functies f; g; h W R �! R de oorsprong 0 een inwendig punt
van het domein. Zij h W R �! R en k 2 N D f0; 1; 2; : : :g. Dan schrijven we h D O.xk/ indien er
een open interval I � Dom.h/met 0 2 I en een constante C > 0 bestaan met de eigenschap dat voor

alle x 2 I de afschatting jh.x/j � C jxjk geldt, en h D o.xk/ indien h.0/ D 0 en lim
x!0

h.x/

jxjk
D 0.

(a) Laat zien dat voor elk k 2 N geldt dat als h D o.xk/ dan h D O.xk/, en als h D O.xk/ dan
h D o.xk�1/.

(b) Bewijs dat g W R �! R met g D o.x1/ differentieerbaar in x D 0 is. Bereken de afgeleides
g.k/.0/, k D 0; 1; : : : ; m onder de extra voorwaarde dat g D o.xm/ enm keer differentieerbaar
is.

(c) Zij f W R �! R een .n C 1/–keer differentieerbare functie met f D o.xn/ en continue .n C

1/ste afgeleide f .nC1/. Toon aan dat dan zelfs f D O.xnC1/ is.

Opgave 6.17 Zij p W R � R een veelterm. Laat zien dat

lim
x!1

p.x/ e�x
D 0 :
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Opgave 6.18 Deze opgave behandelt de vraag of een functie gegeven wordt door zijn Taylorreeks.
We gebruiken de verkorte notatie pn.x/ voor het n–de orde Taylorpolynoom van een functie f W

I � R rond het punt a 2 I; met I een open interval.

(a) Zij I D R, f .x/ D sin x en a D 0. Gebruik Lemma 6.38 om aan te tonen dat voor alle x 2 R
geldt

sin x D lim
n!1

pn.x/ :

Een willekeurig vaak differentieerbare functie f W I ! R heet reëel analytisch in a indien er een
omgeving J 3 a bestaat zo dat voor elke x 2 J de limiet limn!1 pn.x/ bestaat en gelijk is aan f .x/:
Niet alle functies die willekeurig vaak differentieerbaar zijn, zijn reëel analytisch. Zij g W R � R
gegeven door

g.x/ D

(
e� 1

x2 x ¤ 0

0 x D 0
:

(b) Gebruik inductie om te bewijzen dat voor alle n 2 N er een polynoom rn.y/ bestaat zo dat voor
alle x ¤ 0

g.n/.x/ D rn.1=x/ e� 1

x2

(waarin y D 1=x een voor de hand liggende substitutie is). Laat zien dat

lim
x!0

g.n/.x/ D 0 voor alle n 2 N:

(c) Gebruik inductie om te bewijzen dat g.x/ willekeurig vaak differentieerbaar is in x D 0 en dat
g.n/.0/ D 0. Hint: Gebruik de definitie

g.nC1/.0/ D lim
x!0

g.n/.x/ � g.n/.0/

x � 0
;

substitueer y D
1
x

en gebruik herhaaldelijk de regel van l’Hôpital uit Opgave 6.12.

(d) Toon aan dat g niet reëel analytisch is in 0:

Opgave 6.19 Zij I � R een open interval, f W I � R differentieerbaar en a; b 2 I met a < b.

.i/ Schrijf f .x/ D f .a/C �.x/ � .x � a/ D f .b/C  .x/ � .x � b/ met continue functies �; W

I � R (d.w.z. definieer deze en controleer de eigenschappen) en verifieer �.b/ D  .a/.

.i i/ Definieer

� W Œ�1; 1� � R
t ‘ �.t/ WD

8<: �.b C t.b � a// �1 � t < 0

als
 .a C t.b � a// 0 � t � 1

en laat zien dat voor w strikt tussen �.a/ en  .b/ een t 2 ��1; 1Œ bestaat met �.t/ D w.
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.i i i/ Zij w strikt tussen �.a/ en  .b/, leg uit waarom y; z 2 Œa; b� bestaan met

w D
f .y/ � f .z/

y � z
:

Hint: gebruik � uit .i i/.

.iv/ Concludeer dat voor elkew strikt tussen f 0.a/ en f 0.b/ een c 2 �a; bŒ bestaat met f 0.c/ D w

(de stelling van Darboux).

Opgave 6.20 Zij f W R � R vier keer differentieerbaar en veronderstel dat f .0/ D 0, f 0.0/ D 0,
f 00.0/ D 0, f 000.0/ D 6.

(a) Bewijs dat een interval I bestaat zó dat 0 een inwendig punt van I is en bovendien voor x 2 I

geldt dat
f 00.x/ > 0 voor x > 0;
f 00.x/ < 0 voor x < 0:

(b) Toon aan dat voor x 2 I en x ¤ 0 geldt f 0.x/ > 0.

(c) Toon aan dat de restrictie van f tot I monotoon strikt stijgend is.

(d) Zij g de inverse van de restrictie van f tot I . Bewijs dat g niet differentieerbaar is in y D 0.

(e) Bekijk nu het speciale geval f .x/ D x3.1 C x3/. Leidt een expliciete uitdrukking voor de
inverse g.y/ af.

Opgave 6.21 Bereken

lim
x!1

�
1

x

� 1
sin.�x/

:

Hint: ab D eb log a.
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7 Integratie

Opgave 7.1 Definieer f W Œ0; 2� ! R door f .x/ D x: Geef een verdeling V van Œ0; 2� zo dat

3

2
� S.f; V / en S.f; V / �

5

2
:

Opgave 7.2 We beschouwen de functie f W Œ�1; 1� ! R gedefinieerd door

f .x/ D

�
0; als x ¤ 0I

1; als x D 0:

(a) Kies zelf een verdeling van Œ�1; 1� en bereken de bijbehorende onder- en bovensom van f:

(b) Zij A WD fS.f; V / j V 2 V.Œ�1; 1�/g: Bepaal supA:

(c) Geef een verdeling V van Œ�1; 1� zo dat S.f; V / < 1=100:

(d) Zij B WD fS.f; V / j V 2 V.Œ�1; 1�/g: Bepaal infB:

(e) Is de functie f Riemann-integreerbaar over Œ�1; 1�? Motiveer uw antwoord.

Opgave 7.3 Zij a; b 2 R; a < b: We beschouwen een begrensde functie f W Œa; b� ! R die een
primitieve heeft, d.w.z., er bestaat een differentieerbare funktie F W Œa; b� ! R met F 0 D f:

Zij V D fa D x0 < x1 < : : : < xn D bg een verdeling van Œa; b�:

(a) Toon aan dat voor iedere 1 � j � n geldt:

inf
Ij

f � .xj � xj �1/ � F.xj / � F.xj �1/ � sup
Ij

f � .xj � xj �1/:

(b) Toon aan dat S.f; V / � F.b/ � F.a/ � S.f; V /:

(c) Toon aan dat Z b

a

f .x/ dx � F.b/ � F.a/ �

Z b

a

f .x/ dx:

(d) Bewijs: als bovendien gegeven is dat f Riemann-integreerbaar is, dan isZ b

a

f .x/ dx D F.b/ � F.a/:

Opgave 7.4 Gegeven zijn a; b 2 R met a < b en een monotoon stijgende functie f W Œa; b� ! R:

(a) Zij V D fa D x0 < x1 < : : : < xn D bg een verdeling van Œa; b�: Toon aan dat

S.f; V / D

nX
j D1

f .xj �1/.xj � xj �1/; S.f; V / D

nX
j D1

f .xj /.xj � xj �1/:
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(b) Schrijf � D maxfxj � xj �1 j 1 � j � ng: Toon aan dat

S.f; V / � S.f; V / � �.f .b/ � f .a//:

(c) Toon aan dat

S.f; V / �

Z b

a

f .x/ dx �

Z b

a

f .x/ dx � S.f; V /C �.f .b/ � f .a//:

(d) Toon aan dat f Riemann integreerbaar is op Œa; b�:

Opgave 7.5 Gegeven zijn a; b 2 R met a < b: We beschouwen een continue functie f W Œa; b� ! R
met f .x/ � 0 voor alle x 2 Œa; b�:

(a) Toon aan dat
R b

a f .x/ dx � 0:

(b) Bewijs: als f niet overal gelijk is aan nul, dan bestaat er een p > 0 en een tweetal punten
c; d 2 Œa; b� met c < d zo dat f .x/ � p voor alle x 2 Œc; d �:

(c) Bewijs: als f niet overal gelijk is aan nul, dan bestaat er een verdeling V van Œa; b� zo dat
S.f; V / > 0:

(d) Bewijs: Z b

a

f .x/ dx D 0 ) f D 0:

Opgave 7.6 We beschouwen de functie f W I D Œ0; 1� ! R gedefinieerd door

f .x/ D

�
1 als x D

1
n

met n 2 N;
0 anders.

(a) Toon aan dat voor iedere verdeling V van I geldt S.f; V / D 0:

(b) Toon aan dat voor iedere � > 0 een verdeling V van I bestaat met S.f; V / < �:

(c) Toon aan dat f Riemann-integreerbaar is over I en bepaal zijn integraal.

Opgave 7.7 We beschouwen de functie f W I D Œ0; 1� ! R gedefinieerd door

f .x/ D

�
1 als x 2 Q;
0 als x 2 I n Q:

(a) Toon aan dat voor iedere verdeling V van I geldt S.f; V / D 0:

(b) Toon aan dat Z 1

0

f .x/ dx D 1:
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(c) Is de functie f Riemann-integreerbaar over I ? Motiveer uw antwoord.

Opgave 7.8 (Middelwaardestelling) Gegeven is een continue functie f W Œa; b� ! R: Bewijs dat er
een c 2 Œa; b� bestaat zo dat Z b

a

f .x/ dx D f .c/ .b � a/:

Hint: beschouw een primitieve F van f:

Opgave 7.9 De functie f W Œa; b� ! R is Riemann-integreerbaar. We beschouwen de functie F W

Œa; b� ! R gedefinieerd door

F.x/ D

Z x

a

f .t/ dt:

(a) Waarom is F goed gedefinieerd?
(b) Toon aan dat er een constante M > 0 bestaat zo dat voor alle x; y 2 Œa; b� met x � y geldt:

�M.y � x/ � F.y/ � F.x/ � M.y � x/:

(c) Toon aan dat F continu is.
(d) Toon aan dat er c 2 Œa; b� bestaat zo datZ c

a

f .t/ dt D

Z b

c

f .t/ dt:

Opgave 7.10 We beschouwen een functie f W Œ0; 1� ! R met 0 � f .x/ � 1 voor alle x 2 Œ0; 1�:

Van de functie f is bovendien gegeven dat voor iedere p > 0 de verzameling

Ap WD fx 2 Œ0; 1� j f .x/ > pg

eindig is.

(a) Toon aan dat
R 1

0
f .x/ dx � 0:

In het vervolg veronderstellen we dat p > 0 willekeurig is en dat V D fxj j 0 � j � ng een
verdeling van Œ0; 1� is.

(b) Toon aan dat voor ten hoogste 2jApj indices j geldt dat supIj
f > p:

(c) Toon aan dat: S.f; V / � 2mjApj C p; met m D max1�j �n l.Ij /:

(d) Toon aan dat de functie f Riemann integreerbaar is en dat
R 1

0 f .x/ dx D 0:

(e) We beschouwen de functie g W Œ0; 1� ! R gedefinieerd door g.x/ D 0 als x 2 Œ0; 1� n Q of
x D 0 en door

g.x/ D
1

q
als x D

p

q

met p; q positief geheel en onderling ondeelbaar. Bewijs dat g Riemann integreerbaar is en datR 1
0 g.x/ dx D 0:

51



(f) Uitsmijter voor de liefhebber: Laat zien dat de functie g continu is in ieder punt van de
verzameling Œ0; 1� n Q; en bovendien in het punt 0: Toon ook aan dat de functie g discontinu is
in ieder punt van � 0; 1� \ Q:

Opgave 7.11 Zij I WD Œa; b� een gesloten en begrensd interval .a; b 2 R; a < b/; verder f W I ! R
een monotone functie (d.w.z. f is monotoon stijgend of monotoon dalend). Bewijs dat f over I
Riemann-integreerbaar is of geef een tegenvoorbeeld waaruit blijkt dat dit niet zo hoeft te zijn.

Opgave 7.12 Zij C.Œ0; 1�/ de reële lineaire ruimte van continue functies f W Œ0; 1� ! R: We de-
finiëren door

kf k WD

Z 1

0

jf .x/j dx

een afbeelding k � k W C.Œ0; 1�/ ! R die ook de integraalnorm wordt genoemd.

(a) Verifieer dat k � k inderdaad alle eigenschappen van een norm heeft, d.w.z.,

(1) kf k � 0 voor alle f 2 C Œ0; 1�;

(2) kf k D 0 dan en slechts dan als f de nulfunctie is;

(3) k�f k D j�j kf k voor alle f 2 CŒ0; 1� en alle � 2 R;

(4) kf C gk � kf k C kgk voor alle f; g 2 CŒ0; 1�.

(b) Zoals elke norm op een lineaire ruimte maakt de integraalnorm van C.Œ0; 1�/ d.m.v. d.f; g/ WD

kf � gk een metrische ruimte. Bereken de hierdoor gedefinieerde afstand tussen de functies
sin 2�x en cos 2�x, en geef een interpretatie van dit getal. Hint: maak een schets.

(c) Ga na dat de functies .fn/n�2 gedefinieerd door

fn.x/ WD

8̂̂̂<̂
ˆ̂:

1
p
x

als x >
1

n
;

p
n als x �

1

n
:

een Cauchy-rij in C.Œ0; 1�/ vormen.

(d) Laat zien dat er geen functie g 2 C.Œ0; 1�/ bestaat waarvoor geldt dat limn!1 kg � fnk D 0

en concludeer dat C.Œ0; 1�/ voorzien van de norm k � k niet volledig is.

Opgave 7.13 Zij a; b 2 R met a < b. Een functie h W Œa; b� � R heet Lipschitz-continu als

9C >0 8x;y2Œa;b� jh.x/ � h.y/j � C � jx � yj :

.i/ Ga na dat elke Lipschitz-continue functie h ook uniform continu is.

.i i/ Zij g W Œa; b� � R continu differentieerbaar. Laat zien dat g Lipschitz-continu is.
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.i i i/ Zij f W Œa; b� � R Riemann-integreerbaar en

F.x/ WD

Z x

a

f .t/ dt :

Toon aan dat F W Œa; b� � R Lipschitz-continu is.

.iv/ Is F uit .i i i/ altijd differentieerbaar? Bewijs deze bewering of geef een tegenvoorbeeld.

Opgave 7.14 Zij I WD Œa; b� voor zekere reële getallen a; b met b > a. Zij f W I � R differenti-
eerbaar en veronderstel dat f 0 begrensd is op I . We roepen in herinnering dat de variatie van f over
een interval J , met J � I , is gedefinieerd door

var
J
f WD supff .x/ � f .y/ j x; y 2 J g

en dat we met `.J / de lengte van J aanduiden. In het volgende is V steeds een verdeling van I met
maas (wijdte) m.V /, is S.f; V / de ondersom van f bij de verdeling V en S.f; V / de bovensom, en
is „ een rij strooipunten bij V .

(a) Toon aan dat een constante M > 0 bestaat zó dat

var
J
f � M `.J /

voor ieder interval J � I .

(b) Toon aan dat voor iedere verdeling V van I geldt

S.f; V / � S.f; V / � M `.I /m.V /

waarbij M de constante uit (a) is.

(c) Toon aan dat een constante K > 0 bestaat zó dat voor iedere keuze van V en „ geldtˇ̌̌̌
ˇZ b

a

f .x/ dx � S.f; V;„/

ˇ̌̌̌
ˇ � Km.V /:

Hierbij is S.f; V;„/ de Riemann-som van f voor V en „.

Opgave 7.15 Toon aan dat een begrensde functie f W Œa; b� � R dan en slechts dan Riemann-
integreerbaar is, als voor elk rijtje .Vn/n2N van verdelingen met limn!1m.Vn/ D 0 voor de maas en
elk rijtje .„n/n2N van bijbehorende strooipunten de rij .S.f; Vn; „n//n2N 2 RN convergent is.

Opgave 7.16 Zij f W R ! R een begrensde en twee keer continu-differentieerbare functie. Bewijs
dat er een punt x0 2 R is zo dat f 00.x0/ D 0.
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Opgave 7.17 Zij a < b en laat f W Œa; b� ! R een Riemann-integreerbare functie zijn. We willen in
deze opgave bewijzen dat voor iedere " > 0 er een continue functie ' W Œa; b� ! R bestaat zo datZ b

a

jf .x/ � '.x/j dx < ": .�/

(a) Neem een " > 0. Bewijs dat er een stuksgewijs constante (stap) functie  W Œa; b� ! R bestaat
zo dat Z b

a

jf .x/ �  .x/j dx <
"

2
:

(b) Pas de functie  aan tot een continue functie ' W Œa; b� ! R zo datZ b

a

j .x/ � '.x/j dx �
"

2
:

(c) Bewijs dat voor deze functie ' geldt .�/.

Opgave 7.18 Zij I � R een interval, f W I � R differentieerbaar met f 0.x/ ¤ 0 voor alle x 2 I

en F een primitieve van f . Toon aan datZ b

a

f �1.y/ dy D yf �1.y/ � F.f �1.y//

ˇ̌̌̌b
a

voor alle a; b 2 f .I /.
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